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AVERTISSEMENT, 



lies mémoires contenus dans ce second rolumc n 'ont pas été publiés uiipara- 
vmtt exeqfié le» «o*. Fli* XVU et XVIII qtd mit été insérée deau lejmtr- 
ml 'lUagailii for Ntfnnitakabm" ^mt 1829 ei iSSlS, et h* ne^, XXUl 
et XXJVftd ee trmtveHt datte le Jmtrmd de Mr. CreOe terne Ifi^ et 
Quelqttee-wte dee réndtate dee mémeiree IX et X eent eentetuie dtm* «» 
mémoire que l'auteur a fait publier ilans le jottrnal "Det kongelige nor8ke 
Videnskabersselskabs Skrifter". TrondJijciu 1827. Les six premiers no', et 
lee fM*. XFIi Jusqu'à XXi mit été écrite p^r fatUeur en nerv^ien» le ne, 
XXil en aUemand, et lee mttree en fnmçàie. Lee de»» première mémaèree 
ne contiennent^ cemme on voit, que dee réstdttUs eemme avant notre auteur, 
mais U eetà remorquer qt^U lee a écrite immé tttatemeiU après avoir ht pour 
Iti pi'f.iitifi-e fois If calcul des fonctions de Lagrauge et sans ronnuiJisance 
préalable 4c l'applicatUm de la méthmle des variations aux intégrales finies. 
Tene les mémoire» eentenu» dane ee volume ont été écrite mmnt pie notre 
antettr eemmeneàl eee «ajycywtf^ eMoptê lee méemree XV^ XFi et XXIi» dont 
meiOmarentesÊent U premier n'ettpae terminé* Parmi te» etOraUe de» lettre» 
à Mr. Crette iatérée dmi» le tf^ vdnme de eenfeurmd, U s^en troÊtee den* 
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çwf ne emUiamait fue dm ehoua eomprUê» dmi» te mémairw XiJ «t XXI 

du premier volume; e'est pourqurn on 1rs a passés ici sous sUfwe. Bien 
qu'on ait désiré avoir pu consigner dans celte édition h' mémoire présenté 
per VmteuT à fiiutUta de Framee vere la fi» de ramée £826 (voy. T, I 
S8S^, teuÊ lee e^ert* fenar eètemr iom eapSé de ee mémeire eut Hé 
infrttetueux Jusqu'à prêtent. 

B, BOLMBOB, 
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Sur les maximums et miaimums des mlégrales aux différences. 



On peut, eonne «o uK» tvoiver les coi^tiras pour «pie l'intégrale d'une 
diffCreatielle denn^ eoil vn Hiaxiauiu oa on nininiuB e«tre des Unités déter^ 
nleées. Je vsis dans ce néairire nentrer camment os ifeot dédotoe de sem- 
blables équations de eosdition posr des BSiinssis on sibbmiiss des islégn- 

les aux difTérenceii. 

Considérons une fonction f{r, y, r, pfc. /.r, /y. .^:,..J*.r. ./*//, Pz...) 
de plnsi«>nrs vari!jl»l<»s et de Iciiis difTernircs finies. Son imcfirale est 
y, z etc. Jx, //y, Jz eic), et si cette intcgraie doit être un maximum 
OS SB isinisisn entre oeitaises limites, il s'ensntt qne ss vsriatios doit être 
égale h séro. Os anrs dose» 

èSf{x, jf> s • " Ji... elc.)=0 

ou bien ^'^f(^, y, s • • • ^^^J^, ^» ^ • - . etc.) = 0. 

Kn cflectuant la variation on obtiendra: 

' Avant d'aller plus loin il faut considérer si entre les v;iri:i]>I('.s et leurs diffé- 
. rences il y a des équations de condition tant de telles qui ont lieu pour toute 
r intégrale qne de telles fni n*ant Ken que pour les limites. , 

Le procédé le plss direct serdt d'éliminer de ces éqnations de condition 
antant de variations qu'il y a d'éiinstions» et les snbstltner ensnite dans réqna- 
tion précédente; mais cette élimination étant souvent très pénible ou même îm- 
pratiquable, je me servirai de la méthode employée par Lagrange dans le calcul 
drs Tourtions. La voici: on multiplie la variation de toute équation de condi- 
tion pur une quantité indéterminée, qui est en général une foiiction de x^y^iz 
et on ajoute le produit à l'expression sons le signe d'intégration. Sdt donc 
dvsO, ^ = 0^ dtf ^0» etc. les variations de ces éqntttiens de condition et 
^ V X' etc. des i|uantités indéterminées, et Ton sors: 
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où 17= /'(or, y, z etc. ete.) 

Habteiifliit on pent coMMérer y, « eto; oonne des withlcft ùuMf endantei 
à onM des qaantîté» IndéterailKées il, \\ X» etc. 

Or en solwtitattit pour dCTm valeor; (~^dx (~^d}f-^tc.fOVti»éi 
(j^-^ • ^ "h ("^^ . ^ -f' . . . etc. pour ôv' etc. on obtiendra: 

»»[rw +i(-ë-)+*'(-c-)+-] 

+ s>j. [r(j.) xi-^) +....] 

+3^,[/V,)+i(^)+i-(^)+....] 
+ etfk etc. ete. 

• + Mfi^ +*(-ç-)+<-v)+"-î 

+ [A^r») + A (^) + i- (^) + . . . . j 

+ etc. eu-, ete. / 
Selt pour abréger 

= r(y)+ A (-^) + etc. ç(^y) = A^') + >■ (-^) + et*. 

etc. _ . . 

et roB «Én 

Pour développer ce* iolégnleo )e ne oervlrai de b forande mdvante : 

dont on peut pronyer la Jnsteooe en es prenant la différence iide. En ftioant 

#|(4r):Bfp(z/x) et p = dx, on aura: 

S(f{Jx) àJx = âx. <f(J(x — Jx)) — ^x. Jf(J(x — Jx)). 
En faisant F\x) = rf(^'f*T) et p— ft. tr, on aura : 

S(f{J*x) dJ'^x — Jôx.(f{^J\x— Jx)) — 2:Jâx. J(p(J\x — Jx)) ; 
or SJ8»,Jif{J\x -Jx)) :zôx.Ji^J*(x^x*J^))~Si* . J*<f( .i/\x - iJn+J^x)), 
done 
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Om obtiMMin te la Mène aianière «n fUsant JS^)=:q^(^à) (rt psssJHa^ 

— (^.AMAH'— ^-t-Và*'— ^'«+A«s)}-l-Sftjr.A«9[A«(«— iAv-l-llAV— 4A««'I-A«s^)> 
De la mém» nanlère «m trmnren par npiftai k y, 

Sç(Aj>.A8sF==l3r.rtA(*--Aï)]-SJf.AçCA(f--Ar)l 
2|<A«j)A»^=^«^riA»(l-As)]"iôîf.Aç[l»(îr-aûjr+A*j)]+»yA«9[A»(jh44^ 

ËQ général oa tronvera de ta m«-nie niaiiit-rc: 

S9(A^)A«2f==A"-'^-ç[A"(îr iy)}-A'^'Ri^.AoLA"(i(-2A3r+A*jr)}+A'^6y.A»ç[A"(H^*J+^ V-A^Xl 
— A» %A'ç[A''(if--4A2^4 GA»iy--4A^+A'y)]+ . .. ' 

D'tmff manière semblable on développera les iat^pralea par rapport aux 

?arial)'«'s ro<(anN"< 

La subsliiuaui maintenant les intégrales ainsi dévrioppées, et rassemblant 

le» temea mdtipliéa reBpccti?ement par ôx, Jâxy 4^ ■ • • <^y> • ete. 

on obtiendra In fimnolo anhrante: 

4-2&r^f(«}— AfCA(«-~A#)]+A*9tA«(«— lA«4A•jO]--A*f[A%r~tAJ^fiA•«— A'«)]+fl^^ 
4-Slf.(f(v)— A«[A(y— i9)]H-A^CA«(r— U9+A*»)]— A*90i*(f— a«ff4«AV— A«f|]^^^ 
+Sk.(v(s)— A9[A(«--As}]-l-AH[AH«--^+A««)]— A«9[A»(«--SA«+tA««— A*m)]4>fte.) 
4- «te. 

Sx . (ç{A(x— A«»— A9[A«(«— 2Ar4-AV]g+A*5iCA*('— SA«+aA«x— A««)]— etc.) 
+ «f • — Ajr)] - Aç[A«(f — A'J)] + +»A«f — A«f)]— •*€.) 

(9CA(>— A»}]^A9[A*(s«tte4-AH)]-f'A*9[A*(B— tAi>l^*s— A's)]— etc.) 
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•f«to. etc. 

Maintenant il sera facile de trouver los conditions tla niuxinmm ou du roi- 
ninmm Or si IN'xprossion précédente r^f t'-i^ale ;i zéro, il f;iiit, paisqrie les 
variations âx, et l'z sont tuut*à-fait imicpfnilaaUîK, que les» eoetncicus de ces 
foaatités sous le signe d' ii^tégratiou soient égales à zéro. On aura donc an- 
tMt 4'éfiiatiMiB qae de ^otités vtriablMy ei en éUnioaiit ;t, l\ l*, etc. les 
éfoatioiis restantes détermineront les relntions entre x, jf, z, etc. Désignens 
la partie restante à» l'expression j^r — P, noient y*, 2' etc. «*, y, if etc. 
les valeurs de y, ?, etc. qui r^pmdent ans limites» et soient et P* km 
valenrs conrespondantes de P, on aura 

P* — P> = Q. 

Celle é^atioo servira à la détermination des limites. S'il y a des éqoa- 
tionn de condition pour les limites^ on doit par leur moyen éliminer entant des 
variatfons dar*, etc. iaf, 9^, etc. qne l'on ponm, et égaler ensnite k aéro 
k» eoeflteiens des restsntes; on. bien on poorm nmhipUer dHwnne des éqna* 
tiens de condition par un coeflOclent tndétermCné, et l'ajouter ensuite à l'équa* 
tion — /'' = 0; on pourra donc considérer toutes les variations comme in- 
dépendantes, et égaler leur coetrieieiis ;i /• ro. Lps équations ainsi fornié<>s ser- 
viront SI déterminer les quantités cuustaules qui entreront dans les relations 
entre y, z, etc. 

En égnlent A nére.Ies owificieis des variations sons le signe d*int^pntjon» 
on obtiendra les équations suivantes : 

elc 




Digitized by Google 



6 



qui par âMMéi[ii«it déternlaeBt U» rehttoM ■èeccsaln» eitre ^,3r,z, etc. p«w 
que rintégnile de la fonetîdn proposée eoH no iMxiniiai o« on nlniNUin. 

Scoiie. On peot de ces éqnattoos tirer les équations de eoettUon 
l'existence du maxlmam on do minimom d'une iniégeale ordinaire; on n*a 
cela ^'à changer ^ en f et ^/ en d. Les équations (A) deviendront donc: 

e — i/.ç(«ty) + a-ç,[t: y) — fP^(«/*j) + . . . 

0= ç<3) — rf.9(dz) + «/'9(</^») — r/'çC^^s)^ . - . 

etc. » 
pi sont les éqittdoi» couvée. ' 

Je Vils maioteoeet monCrer rappUcation de le théorie précédente à fnel- 
qees exenpiee. 

t. Parmi tons les polj^p»nes dont les odtes sont domés ea gmdew et 
m nombre, treover celui dont l'aire est en maximum. 

Supposons que Taxe dfs abscisses coïncide avec l'nn des côtes dn po- 
lygone et que x H y soient les coordonnées, l'expression de l':iire sera donc 
l\if -\- ^Jy). fx. On a par conséquent /(j:, y, Jx, ^Jy) = (jf-'t-^Jy).Jx. La 
condition que tous les cdtes sont donnée en grandeur est exprimée par l'éqaatloa 

On anm done 

VW=A-)^^.(t-)=0> ,lf^)=nM^^i^ =y.yy.X.-^^^^ 

Les éqnations (A) deviendront donc: 

0 = 7 {.r\ - /./ ( t{x — Ix)), 0=7 (y) — ./(^(./(y- ./y)) 
ou en mettant .i -j-./.f au lien de t et y-\-Jy au lien île y, 
0 = 7 {x + Jx) — J'tiJx), 0 = '/ (y -f . fy) — Jtf { Jy) ; 
or tf{x 4- Jx) = 0, tf{y 4- ^y)= -Jx) etc. donc 

Eu iutégraut ces deux équattouH on aura, 

e et c* étant les constantes arbitraires ducs à l'intégration; et lorsqu'on élimine A, 
or y^y4-^^y*=iJi(y*) et xJx'^^J3c*=^^J{x% donc 
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MdtipUaiit oetle éqmtfaw par S et iàtignm»f tm abtienln, 
et ei cbeegeuA les eenstantps arbitraires 

équation du cercle, d'où il suit, que parmi tous les poly gones avec !ps mêmes 
côtes, celui qui est inscrit dans le cercle, renferme la |*lu.s grande aire. 

Quant à l'équation aux limites, — jp*=0, on voit que les limites étant 
fixes, on a = Az* = s= dy* 0; iloac cette équation est «letlsfaHe. 

!À. Trouver la forme que prend un polygone pesant dout la pe!<>autuur est 
uniforme, et dont les eètés sont denDés. 

On Mil fur la 8Uti«iuc que lorsqu'un système auquel la pesestaer est h 
seule force lassante, est en éqeflibre^ ses centre de gravité sers le pins bas. 
peesible. Deoe al est la dtotanee de ce pebt & «ne ligae horiwMitsle, ea a 
^sO. Soit la Ugae des abscisses une ligne horizratale dans le plan de 
polyiîone, et soient * et y les coordonnées. Or la pesanteur du polyjîone 
étant uniforme, le centre de gravité de chaque côté sera situé dans son milieu, 
donc les coordonnées de ces centres de grnvité seront x^- ^^.r et y -f- 4-^» 
et leur masse ~ Js^]^{Jx*-^ J^*) en remarquant que les masses sont pro- 
pertieaaeUes au cMea. 

On aora donc 

en p«ia<|ue :^{Jx*-^^*) est dounée, ô2{^-\-^Jy)y{Jx*-^J^*)=sO. 
dew» 

, àt, 4t) <f +4âf ) fl»*). • = ✓(û*»+ilar«),- 

et par suite 

Les équations, 0—^{x-^Jx) — jJq>{Jx) Ct0 = y(y4"'^) — '/y(^J de- 
▼tendront doac 

d'où l'on tire en intégrant 
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Si les deux extrémités du polygone sont fixes, T équation aox limites est 
•atisAiite. Lorsque e et »ont cobriib, rien ii*eet plu fiidl qae de eonrtnrire 

le polygone; car -^-étaut la taiiycnte de l'an-îlc compris entre le côté * et la 

ligne horizontale, et s et J!$ étant dorim s dans ehaijue cas particolier, on cnnnait 
les côtés et ite» angles qu ils tormeiit avec une druite donnée et par cuniiiéquent 
il eM facUe de coMtniira le polygone. Les «onatutes « et c dépendent des 
ceertloMiéee des cstrénKAi^ et des côtés dn peljfgen^ et en pe«nrt sens dilï- 
cellé les tcosver; wêêSb oonme eels est si pen pmliite, et qa'U n'^ffirtiestpes 
propreMut ici, Je le m*j airéteni pas. 

SeoUe. Le point essentiel dans l'application des équations générales 
trouvées plus haut, est l'expression îles «'ipiatioiis de eotulitioii. Cela n'a pas 
de diificalté lorsque la enniiition est ex|)riniée directemout par une équation 
p. ex. î) = 0; car il ne s'agit donc que de varier cette équation, mul- 

tiplier cette variation par un coefficient indéterminé, et l'ajouter à l'expression 
BOUS le signe d'Int^rattos. 8t as eostralre nne eertaine relatien entre las 
qnanUtés varialdes n'eat pu eonatanle» mata donnée dus chaiiiie eas particulier, 
il fant ^jaler à tén les variationa des qinntités qui dans ee cas se diangest 
pour tout aeenlasement fiai Jx, Jy, etc. et de cette manière la conditio» sera 
expi iniec ])ar une équation. Si p e\ il s :\<z\\ yVmt p(i!y»oiie, dont les coor- 
duiutées de^ !»ouimcts ont pour ciiaipie cas particulier une certaine relation 
entre elles, exprimée pur 1 équation ^(jr,^, ^ etc. ii) = 0, où a est une quan- 
tité, ikisnie pour ekaqne sommet, il &nt de cette é^sation tirer «sâ^^,^,;, etc.) 
et Mre ensnlte Ai s 0 ^ dF{x, y, Zy etc.). Si la condiUon était fue F fatégrale 
d'nne certaine fonction était donnée entre des limites détermiséea, on pourrait 
faire usai;e de la méthode suivante: (Ltu^angé). 

Soit M la fonction dont l'intégrale est donnée entre les limite»^ données. 
Je fais f=2:M, et la condition sera ôs* — às'^zO puisque la dilTéreoce s* — «* 
est donnée. On a donc ^-/* = m, ou .^s — n—0: voilà donc T équation de con- 
dition qui a lieu pour toute l'étendue de l'iutègrale, on n'a doue qu'à multi- 
plier la variation de cette équatioa par nn ceefident Indétennio^ et Figonter 
i M qoandté sons le signe d'intégration, qni devient par U 
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W -\- 1 ( — bu) 4- Vfhf -\- etc. donc tf» = /fs — m) 
et =/''(*)+A (^) +etc = v>(^*) = VKM-V^- ( ,Ï7)+«t« =^ 

car on peut considérer » eonne vue aomreUe variable. L'équation (A) devient 
dose par rapport & s 

t^{s) — A/ ( — ./i)) = 0, c eët-ii-dire ^/=0, donc il est nue oonsUnte. 
L'éqoation aux limites ne cbauge pas, car èsf — df*=0. 
Par raf p«rt ans antres variables on obtiéndn 

xf^x>i—f\x)—a (-^) + À» (-^) 4- etc. en faiswjt A=û; 

et de nitific pour les autres variablfs. ^ 

Or ou obtiendrait les mêmes valeors eu mettant U — au an lien do 17. 
Cftn tire de là In règle snivnnte: 

Ltnipie l'intégrale d'une fonetion U entra des limites données doit être 
m «tt kn nfadMUi, et Hntégnle dTnne antre fonction m entre les mê- 

mes limites doit avoir une valeur donnée, on n'a qu'à chercher le maximum 
4a le minimum de l'intégrale V — «i/, où « est unr «juantitt' constante. 

On volt de la même manit^re que si l'on a plusieurs tondions m, «V «% 
ete. dont les intégrales ont de» valeurs déterminées, ii faut seulement cher- 
eher le mnximnm ou le miainom de l'intégrale — — dfiâ — et«» oii 

i^tf'fif ele. ionl>des fnantités «onstantes. 



V. 
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Sut le* eiuHtttimu n^eumrêg pmtr fue tkUéfràb fiàL» d'un» ftmeHm 

4e plu.ûf'iirs variables et de leurs différences $oU inlégrable lonfUt ftif 
VtvUMei sont iiidèpoiiltuitcs l'inir dr Vanfre, on en d'aittres ttmêi JMMT 
quune telle fonction suit une différence campiète. 



( 17 la fmustioD doonée doit étrê une différeoce complète, et £U 
Mm iotégrale. 

€^ ri SU est riot^rate d'une Ménmet eraiplèle 
â^V le sera de même ; car si on a 2SUss. f, os MVt 
rf-2rt^=dF. Ayant dooc U=f\x,ifft, nJ9e^4y,Jz,>»d^yd^d^.*^ 
en anra d'après le mémoire préc4^(i(*nt 

Oil P=f'{x)— Jf'{J{x— Jx))-{-J*f'{J\x— ZJx-\- J'x))—etc 

Q =f'(i/)— M^ii/ - Jy)) + ^fi^^in — 24^ + -^11)) — «te. 
cte. 

et « est h iMrtle hors da signe d'intégration. 

ùtitXf Hjfi étant tout-A-bit Indépendantes, il sVnsuit que ^Ax. P, 2% . 
Sâ:. . Ry etc. ne sauraient être in((''<rraliles à moins qoe Ton n'ait i?^0^ ^ 
A=D, etc. De !;i oti (ir«> h- llirorï-nit» suivant: 

Poar (ju'unc lofuiioii de pliisiours vartnbles et de lenr différences 

finie», /(.r, y, z ./j-, Jy, Ji . . .) soit une ttillérence complète, il faut 

^'on ait les équations de oontttion «rivanten: 

•==/»(,>--4ftA(jh-4»)]+û»/'[û»(jh-»A»+û*«)3-A^^^ 

de. / 
CcH équations sont donc les mêmes que celles qui ont lieu lorsque SU 
est un maximum ou un minlmun entre des limites données. Les éqnatkms (B) 

Torac McoBil. S 




I 
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Mwt donc nécMMliM pow 27 soit m» différenee emaplète; qoecMntec» 
éqvatioB «ont aussi raffimnites ponr cet efet, on que la fonction U doit néecn- 
saircment être nne dlflérence complète bNwqne ces dqnations ont tten, ne fidt 

voir comme suit 

£a vertu des équations (B) on a 

{^IV^àx.P' + Jy .j^>' 4-etc àJJc ■ .l?* + etc. 

et co iutégraat 

]>one pour 911e U soit nne différenee complète, il &nt qne dx.P'-^dy.Q'-^' 
. . -4<<fJv.l^+À^y.i^-)-ef«> aoit nne différentielle complète. Il Suit donc 
gn'on ait 

(f-) H^)- (^) = (■^). (^) = iZ)' 

Or On voit alnément ^n'on tire des équations (B) par intégration 

P^:=£*f>{^-i-iUa: + Ps)^S^(j(u + .h))-\~Sf'(J*x) etc. 

On nnzn donc pMfl*(^) = .S'/^4r,y)et (^) = XAir.y) 

etc. 

On TCit donc que les condition nécessaires et suffisantes sont sattofaiies. 
Ln fonction U sera donc nécessairement nne différence complète, toraque les 
équations (B) ont lieu. 

Pour une application pins codunodo des équations (B) je ne servirai de 

la Ki,<rnifK-ation suivante: 

l.orsf|rît» tlntis une fnî.rfirin au lieu des variables on met les mêmes, anjî- 
mentrt;}» leurs iltHVii-rH tt» (unes, je sii^iiiderai eette opération par IIU de 
sorte que EU— U -\- JU. La rèpétitiou de lu nièuie suiistitutiuu sera signifiée 
par ^U^ESU=U-\-%JU-\'J*V. SI as contraire an lien do x on met 
x-^Jx, cela serasigniié par E^^Uj R*U etc. Les équations (B) deviendront 
parla: 

(i=^f'{^^—^K-^f■{^s)^^■^^i-''J■(^ix)-^''E^f'(^^s)^à*K-*f'{^*x) . . .\ 



«te. 
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Ou aura de mémo: 

+/rfy.[Jff-«/'(ûj) — Ai!f-»/'(A*j)+A'*"'/'(A'*)— • 0 
•l-ata. 

+ elc. 

+cte. «te. 

' Je vais qfpliqaer cela à quelques exenples. 
i. BecbenAw il log (*~^) «rt ne diil«r«iiee eonplète. 
Oa a id /(r, A) =log (« — ^jr) ^ fog (x-^^ar)^ on am ioae: 

Les équations (C) deviendront done: 

1 1 w.i 1 




Or cette deniîère équation étaat identiqve, on ea conditt que log (^ "^ ^ 

est une différence coin|ilè(e, et que 

^■7^) + - •=/( ^ ^) = 1«. (^- A> 
Par rapport à £ on doit remarquer les rclatioDss i»ui vantes: 
Eq>(u)=if{EU)^ E{JU)—J{EU), 2XEU)=E{^V)^ E^d*V=t 

^Cr«tr+»^£r+ Jît^^i/+J!(^_ll^ (i) 



8 
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E^J»U=J^U^nJ*^^U-\-^^^'^*U-\-9*c (S^ 

B*d^U^d^U— nJ'**U+ l^^j^u— etc. 

' ^i7=£"tr— «ijB^»r+ 'î'^|:l^JB^Er— etc. . . (S») 

£^J^U=£^l/'-mE^^U'^^^£'^l/-.«te ^ 



2. Reèhmtfccr si «'(«^'fwi) «M iui« diférence complèle. 

On a id /»=«'(#^«— 1]^ /»(^jf) = cA^, jonc f{x)^^Jp(J)ii 

donc «''(e^'-l) est une difiTérenee oojBj^, et £(e'^e^-i))=/éx.{E-*e^e) 
ss=fdx.e'^~e'^, ce qui es« < ni)Tin. 

ConsidéroDS niaintcrt i it l intt''<;r;<li! double ^f *. Pour que celle inté^alc 
suit exprimable, il faut 4ue 2iù'le so'tt de même. Doac d'aburd le» équalloos 
(C) doivent être satisfaites. Mais oatre ces équaUons ou eo aura un nomlire 
pareil se troiire conuae il «ait Soit 1/ = f{x^ Jx, JHf, ..y»Jtf, J*tf ■ •)» 
on a, toraiiiie lea éqvationa (C) ont Uen: 

SHVs2Sx . tA-V(^).— AV-«/'(A*«)+&sje-V(A*') — «<«>] 
+2tA# CS-*/X&*Jr)-'AA^/'(A*x)+ A«if-V(A««)— «le] 

+ 28A«*[*- V'(A»*)— Affi/^A**) + «le.] 

+ c\c 

on en faisant usage de la aotation. abr*-<;(V: 

+ . ç(A^) + 5iy . ç(A«sr) + S&'jr'Vt^*») + • • 0 
* «f etc. 

Or povr que ienfca cen intégrale» noient eaprinialilei» on doit avoir, f ayrèa 
ee 4|ni pirécède, les équations de condillon suivantes: 

0 = ç{Ajr)— ^-•A<pi(A«j) + lï-''A«;;i(A^r)— ^-»A«ç(A«.r)^ etf. 
0 = <!î(Air) — J5-»Aç(i«v)+ K-'A-^o(AVy) — A.'^=A'ç(A''«/) + etc. 
Substituant ici les valtiurs de (f{.àx), <f{J'^x)y (f\J^Jc) etc. on obtiendra: 
JSh »/'(Ax) — M^-lf'(\*s) + à««-V»(A»*) — A» jr-yCA**) + ete. 
— Atf^/XAy) + A^J-yCA'j) — A» j-y»(A**) + «te. 

+ A> JB-'/'(A'«) — A>£-V(A*jr) -i' «le. 

_A*Jr-«/'(A*4r)4et«. 
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doue un ajoutant: 

On mra de* éfiiatiou seadilableB |wr nqn»ort «n mtm viriablet; et 
toraqve dans cea é^afioaa on net an lien 4e on oMendra ontvé 

ka éqoationa (G) eellea^: 

0 =:/'(Aj)— Si*J?-V'(A»x)— 4A»JÇ-»/'(A*x)+ etc^ 

0 =:/'(As) — *Aiî-'/'(i«jr) + 3A«A'-V'(A»y)— 4Ji^ *?-»/'(A«y) + el«. ( (]» 

0 =/'(!») —Jù^-»/'(A««) +JA«if-*/'(A»») —4A»^-V(1««)+ etc.) 

+ etc. 

Si l' on veut de plus que U soit exprimable, il faut aux équatious (0) 
et (D) encore ajouter ka aoivantes: 

t4£-*/'(&sx)4-iÀ««-V'(A*')— . . .] 
• =:/<&«y)— US-V(A*5).ffl&«JÎ-V^A«y)— lt&*«->/'(A^)4 • -1 (E) 

+ ete. . 

Si l'on <îoinnnil(> «pie — "f/ soit niio intégrale complète, il faut aux équa- 
tion» de coaditiun uécessain» pour que .^'■°-*C/ soit uae iot^irale complète 
ajouter les suivantes: 

•=:/'(A"^ïj)— oAiS?-»/ (A"4r)+ •'A«JP-V*(A**»;r)— S'A»-»- '/'(A-'+'x) + etc. j 

• s/'CA-'V)— ■A«-!/>{A«ï)+ «'A**-y*(4^»»)— •'A»*-V*<4P^f)+eto. i (F) 

+ «te. 
oi Ton a: 

^.^ f .. , ^ iit(»n-lX»i+*) ^ , , , ai(i»H-l)(im-»X''»*-^) ftia» 

iw(m4l X>»-^2). . . (*/i+a-l)(>wHl) 

A l'aide de res é(iiiaiions» on peut donc décider si une lonctioa de plusieurs 
variables et de leurs dilTérences, est une différeoce complète d'an ordre quel- 
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« 

De la f€iiÊeHÊat trtoiâetnâmle s(~y 



OoMM llatégrale ^^J^-Mt la |»reiDlère fonctim tnasceKlante qni m paré* 

Moto 4um le odcd intégral ordinaire, ataei ^^-^} en cet la preniière qoi ee 

présente dans le calcul inverse des différences, où elle est de la même impor- 
tance que J^-y <lans le calcul intégral ordiuaire. A cause de l'analogie de ces 

4en fbBettoee je déa^mwil S (~) «Mmune «■ désigsey^ par Ix. 

Je eoBoieiiccni par le dévdopfeinent de la fimctlon Lx en aérte. Siqp> 

posons 

L(a-\- r) = r. -f- + ^..r(.r - 1 ) -f- Sx(x , î ) f r - 2) + t.r(.e - 1 ) (.r- 2)(«-3) +etC (1) 
En prenant la diiïét'euce finie de port et d'autre, on aura 

^;L(a4-c)=-L,^ar=sl,^«(«-l)=2dr,^x-lXjr-2)=3«(x-i)» etc. donc 

^ =^+«y*-|-8dir<*-l)+4«r<^lX«^«)+««(*-lK^*)(-^) + etc. 

Stt faisant Ict 3r=0, on obtiendra /K^ 

a 

. Prenant de nouveau les diQérences finies, on aura 

^( J_) == 2y 4- 2.3<»x+3. 4.*Jf(*— 1) + etc. 

W— ) = t.8»+£.S.4.(«+8.4.5C*(«~l)+etc 

etc. 

et en faisant .t=0, il viendra 

2/ = ^ \— " = r^, donc r =— i • 

v « / . «4-1 « a(«-i-l) •(«'■1-1) 
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g,tH^j(—l-) = — — ' ^. , donc d = 1 . . 

2 2 3 * 

ft,SA§ss^—~ — — 7 — -r =; — ; — r;/~iK7 — sr » dOBC ♦ = — 1 



(a+l)(a+2) ~ «(a+l)(a+2Xa+a) ' •* o(a+l)(o+»)(a+«) 

En général on «m 



•t le signe — éan» le cns centraixe. 

Pour tronrer a on pent &lre «=0 dans In série supposée, oe qvf donne 
a = La, En substituant les nlenra trouvées des ceefieiens en ebttesdra: 

*^ -""T^a 2«(a+l) ~ 8«(a+lXrt+2) •ki(«+0(«+2X«+») 

Si dnns cette femnle on donne à nae vateor entière et positive qnel* 
cenfo^ il est évident que k série ne contiendra qu^vn nombre limtté de tenaes; 
cosnaissant done i^a), es connaltrn de même £(«4''')t ob n est on nonibre 
entier positif, en ajoutant à une fonction entière de « et de n. Faisant 
p. ex. «rs], 2, etc. on aura. 

Z(a+l)=rA<«)-f.4 

Donc KÏ l'on connaît L{a) pour toutes les valeurs de a depuis a=t jus- 
qu'à o=:2, on pourra trouver L{a) pour toute autre valeur de o. La fono» 

tien Lx=£Çy^ contenant une constante arbitraire, on^poorra poor une vsf 

leur dounée de a anpposer une vnleor qneloonfue de Noos fonme 

done L(l) = 0. 

Supposant succcssÎTement «=1,^3 etc. on vn déduîra: 

Z,(2) = La) + ». = 1, Z,(3) = l +i, Z.(4) = 1 -i- i -I- i etc. ou bien 
/^i) = o,0MtM0tW £<5) =2,1 

i = 1.0 l = ».2 



i<(2) = 1.00iMeMOO 




4 = 0,5 


} = o,i(ie8wms 


= 1,5000000000 


L(l) = 2,4r>OO0O0IIS» 


1 = o,m^"^3a,■m 


^=0,1428571428 




L(H) =. 2,502N57142857 


è = 0.25 


i=: 0,125 








i=«,iuiiniiiii 
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SI dMi régoiiti0ii (9) «i AH«sO et aessU <« nvs £(l)&sX(P)+^, 
«t à cuM a« X(1)=0, il vi«nAra Z(0)=;— oa Mettant ~ « ft la 

place de «, OB obtfciuln J(— •)=X ( ( g 1)) + -1. H suit 4e eette eqi««- 

•ioB 4|ne L(-—n)r= — oo, pour tonte valenr entière et positive de n, 

Oq peut trouver an aatre développenuiii Jr la muuière suivante: 
<hi a JLxz=iL{x^i.) — Lx—^, et puisque L(x-\-i)=:iLx'\-L'x-\-\L'x 

Hh ^-glJ'X'\-et». il a' ensuit fae 

]>e là m pourra aana peine Hmr la Tdeor de L'x en ir, et enmiite par 
iat^jfation celte de Lx. En effet coqaidérons en gèieral la fonction fx=^x. 
On obtiendim de la nènie manière réqnatiott noivante: 

Siqiposona qn'on ait; 

f*xs^if* •\- aqfx 4* + ete. on en tirera 

y^x as ^x ^- |a^x 4- ^T^'-t" 

etc. etc. 
En iifoatait et remarquant que pu: -\- y-'x- -f f^x . . =as on ob- 
tiendm 

donc «H-^=0.^f+i«-|--^=0.y+i/ï+^«+-^=0,etc 
d'où l'on tire, « = — ^, /î=y'j, y=0, ^J^^, ^ = 0, etc. donc 

— jT'-'^+tVv*''^ — Tîi;<y^'"'-*^+etc et en intégrant: 

Faisant maintenant -1-, on a ^ ) =Lx,/ifxdx=ilogx 

9»'<r= ^r*=5^ otCL et par mile, 

Lxs=:c4-\o%x — V — -î -4- ' — .etc. 
^ ' »jc 12*» ~ la»** 
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Pour déterminer la constante r, soit a?=10, et on aura 

L[ 1 0) =r-|-log 10 - — xiW + jnhm — «»«• 
d'où l oQ tire lâ valeur de «=0,577215664901 
Ob obttendni doue: 

L{x) = 0,577«l«eMfiOI . . + !og;r- A. - + -p^l^ ^ 

Cette iuiiiiule est très cuunuode poor calculer la I'omcUou L{x) lors^e x 
■'est pat» trop petit 

Pmur ddcaler M.x) depuis «=1 à «=2 ob peut développa ne fbnmde 
oaavraahle de la OMUiièreBahnuite: 

or en développant s?»' I^u'' 

-««(l+^+i^+-i-+...) 

— etc. 

Donc ea désigaant 1 + ~-\- ^+ jrH-«« • par «a aura 

Z,(l+w) = »S> — .S>*+iS>»— 5'X-|-.S'X— «te. 
«a Uca £(1 -(-«•) » 1) o> — (^,— l)rù« l)tt* 

or » — «^+e»' — ..s=-2~^, doae 

-jJj.+(5^-i)»-(^-lK+('S;-l)-^-ete. (A) 

Mettant — «> à la place de 11 vieadra: 

£(1 — a)) = -ÎL — (i;_i)a)_(5,— 1)0)*— (5,— ete. ...... .,(B) 

De pluii ayant £(2 — <u)=/<{l — w) -f j-^, on en tirera 

Z(2— «)=1 — (iS,— 1)0)— (-S,— l)o)«— (.S,— etc. (Ç) 

On trouvera aussi sans peine la forraotc suivante: 

MX +«)= +(ii-l-i-)-(vi- ^M*.-'- :?>'-•«• 

S 



a 
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Je vais maiptenant inoutrer rapplication de cette fonction à la sommation 
des suites. Ayant iS>;.r = -V(r-f- 1), on pourra sommer toutes les séries 
dont le térme général est çx, loit>qu'ou eoanait 2>\px. CuosidéronM d'aliord la 



JL-i- " + ? .1- 1 « — s( " ^ — P 
* ~ é+r ^ A4^2r ^ " '^ 6+cx ~ \ b+rs J 

On a donc P =; jT^— ^— j = o£ ( ^^^ ) » Fafaant *-f.c-J-«ar=<y, on a 
#» sa -î- j:( J-)= £?+ -î. i(y)=cr+-S- L + Pcw déteminer C 

soit ar = 0, ce douue P= ° , «lone ~- ~C'-\- ~ et jpar suite: 

• '=T+-rK-^+-)-'^'(-^)J- 

Pabuft f. ML as=l, A=l, c=:S on an» 
GkcrclioiHi la aonaie 4e la série: 



Cette série étant égale à 
on aura tout de suite 



^=*T*~^)+ 2.. 2e )- 2. ^'( 2;r; + 2e^(-^+";-2.^A-îr+'> 
En sujuioBant x infini, on aara L (^^~- -^x^ = lÇ^^ et par suite: 

FaiRMit id é=l et «=£l, oa obtiendra 

or A(2)r=i et 1 — — ^+...=slosi^ donc on en tire ce résultai re- 
marquable 

log 2= 1— ^/.(î), ou Z.(|)=sg— «lagg. 
Si l'on liilt ^=1 et on awa 



s 
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or 1— — |-f-etc.=: on a donc 
Onaait^e-i— ssi. 1 L_4._J_+_4^ 

s= — — \-e\c. — I 1 a— — etc. 1 

or faisaat 6=^ et On obtteodra 

^ 9(K-9)^ïirL \ *e > "vTirvJ 

et 6K AîMiit fta^-l-ji el e=9 

' ^ -etc^^ ; ^Ul(^-L(^)] donc 

Soit ^ssmic» et l'ov «rirtiendra: 

5^=s-(b-(^sîkr>H[-'-(»-f)-<M-f)*£(^^)-'K»--î)] 

tu I 

OD tire de là en posant ^- = jr et remarquant que Z/(l 4* ^) — ■^*) -f" -j" 
OHittaat j--}-// ''*'" ^" 'Oca 



On a 

cotang ç,= i4.-l_+ -4-etc.+ J--j- _L-+ -i- +ctc. 

donr Tnisant snccessivement b=(f, r=« et èsss^ e "i et reiBarq|iuuit 
4pie 4. ;r) ~ (-^ 4- a;) =0 pour «=oo^ M a«« 

Si l'ee bit 9 = tx, on «riitiendTa 

COt JtJ: — ( L{1 — a ) — Z.(14-ar))4. J— ; 

donc /.(l + .r) = » cot«r — 

et i cause de L{l'^x)=iZ4x)-]- ~, 

L{t — je) — £.(v) s ir. cet ax. 
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Sabstitwnt cette vtlear dans réqaatKm d-demn 



2« 



> il viendra 



i'oà en réduisant 

+ — L(l~x)=jiUmi!; rx. 
A l'aide de cette formule on peut, torijque ie.s valeurs de Zt(x) sont con- 
MM defato «si josqu'i «s=l, 5, trouver les valeurs de X(x) pour tonte 
antre valeur de *. 

Peur fidre neese dee fénnles (A), fJBli, (Ç) fl fint eonnaltre lee vdeo» 
de S^y S, etc. GeUeSH» ne troarent cateoléen dans Ederl Cilc. Diff. |Mge4S€L 
En mbstitoant ces valeen on aura. 

e^k 4^ 01»' «9 «S) etc. ont les valeurs satvantes: 

a a= 0,64498 40668 48226 4 a= 0,00099 45751 27818 0 



«, == 0,20205 09031 51)594 £ 
ff j r= 0,08232 32337 111381 
e, = 0,0d()92 77651 06863 2 
a« = 0,01784 80619 84440 1 
«^s 0^00884 9S778 86601 8 
0^00407 78561 97044 8 



a, = 0,00049 41886 04109 4 
«,„ = 0,00024 60865 53308 0 
a^^ = 0,00012 27233 47585 7 
=: 0,00006 li481 85058 7 
0,00008 058» 86807 0 
«u=0,00001 52822 59408 6 



a, =s 0^00200 83928 26082 2 
Caleolous p. ex. L(2±':) vt L(i±n)) ponr « = 0,01 

a.a = 0,006449340668 «, . w» = 0,000020205690 
o, . w» = 0,000000082323 «,.«* = 0,000000000369 
a4.ft»»= 0,000000000002 



0,006449422993 
4- 0,000020206059 



— 0,006469629052 
1. 



X(l,99) = 0,99353(1370948 
Y/ = 1,010101010101 

X(0,99) s — 0,016570639153 



— 0,000020206059 
4-0,006449422993 

0,006429216934 

1 

1, 0004 CO^i 6934 = Z-(9,01) 
0,990099009900 — -fff 

0,016380207084 ss JL(1,01> 
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Si 1 on devait construire une table sar les valeurs de la fonction L(x) 
fLck. de aiilllème ft niiUème, ou poserait meoeBaîTeifeeHt «=0^001» 0=0,001^ 
»=sQfiM ete Ans Im fimnnleB d-detsiift; naiB Q serait neiBS laberfeiis it 
dédnife ces vsleart rvne de l'antre. Poor cet effet mettoss wf^MWi à Is 
filaoe de m, et nous aurons rexpresaioD suivanté: 

X(t_(i^f(|,001))=Ji(«-»)— (a . 0,001 + a, . 0,000001 + «, . 0,000000001 + . . .) 

— 0) («,.0,002+«».0,000003 4-ft3. 0,000000004 4-...) 

— fù*(ft^. 0,003+«,.0,000006-f- f!^. 0,0000000 10-f...) 

— CB»(«,. 0,004 -|-R4.0,000010+c,. 0,000000020 + ...) 
fiÉfcstfteis* les falenm de «, u„ eta ss es yest tirer h fsleor de 

L(l — («+(^001)) — £(2 — tt)ss:JL(t — «). De la nésie sianière os poons 
déreis|>pCT J*£{ft — «»X ^•^£(1— »> ete. et ft Folde de ces dlfféresoes Û sers 
facile de construire une table sur les valeurs de la fonction L(»). Dans ce 
calcul il faut avoir soin de donner à w des valeurs assez petites, ce qui est 
bien à remarqtîcr. Je vais faire voir nnc npplication importante d'une telle table. 
Cette application consiste en ce qu'on pourra par sou moyen, très bellement 
construire une table sur la runcliun 

log 1 + log 2 + log 3 -f . . . + log (x— 1 ) = log ( 1 .2.3 . . . (ar — 1)) = log rar. 

En effet on a jL(*)=i'(i). àoTicfLxdx=fcdx-\- sJ'^t=Cx-\- S:\ù%x 
BsCx+logrx; donc logrd;= fL{x)dx^Cx^ et de là .£7 
Soit pour abréger log/3r=iP, d'os ^=IJ^—C\ or d'afrés os tMorène 



on s 

Cette oxpressioa donne en P on log rx\ on pent en tirer- Is valeur de 
JP exprimée en X{»). Or on voit alséiMst ipi^oB peot posor 

^^lJ(xyjCAr^.Jhx-\-^.A^Lm-^ii>,J^L9e-^ie,à*L»-\'f^ foii ron tire 

aS 

— I == — ^JLx — \u. .PLx — \a'J^Lx — ^a''J*Lx — .te. 
^^J^= + ^a^L» + ^J*I^ + etc. 

— 1. J^Zrit— iaJ*L»— etc. 

-\-h^= +^^*Z* + etc. 

et*. •etc. 
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lift WMUM» àtm prenlen memàfna de cet éfntima étant égde à lat-^C, m 
«I lire, «a=^ «•=i« — ^, a'=ia'— ^+^, «te. 
d'oà ôa dédaH, a=^, «'=:^^, «f»:^, ^ Sdstttnant «es 

Vtleors on obtiendra: 

Pour déterminer la constante C, soit .r=l et Jatsszï, et l'on aura 
JiSo%rx)-=\9%ri — \a%ri.^Qt de plus Z(4ssZ<(l) = 0» 

J*Lx= — ^, //•Zar=^.,.<</"Z«af=i3^ï!liî donc 

et conséquemment. 

IOg/\a:4-^x)=log/:r— /j (0,5772156.. ..) 

Si l'on pose Jx — 0,001, on aura 
logr(a:+ 0,001)=log Fx — 0,0005772156 . . + ^^^{Lx^}^JLx— J'-Lx -\-..) 

Mettant 2 — «) au lieu de x^ on aura 
Iogr(S-iiMMN)l)s= logr(2-«»)4-a00067721â6. . > T o( s ^^2-»)+ 

La fonctIoM Z<j() pent aussi s'expiinier par une intégrale déinie. St dans la 

fomoie 0^ on pose «=1, t^t ensuite j;s^^ an aura: 

Z(i4.«)=«-iiîî^+i. -(-il(^^i.-f(^l^«j?H£^ + etc. 

CossidéroBS le déreloppenient de (1 — 

On a (1 - = 1 - + "J^ :r» 4- etc. 

on tire de la 

= « - ±> . -i- ^^^-^ ^ _ etc. 
nmltipliant par dx et intégrant, il vient 

Prenant l' înlégr'*)!'- depuis x—0 jusquVi 1 on aara 

.«(al) , , «(«-l)(fl-2)(a-S) , _ /"/ Hl-J^«\ . 

«— i 2 T- î 2 r» — * "2 . 3 : — J c\nr^J" 

Or oette aérle est, en vertu de ce qui précède, égale à X(l-|-aX on a doae 

Mettant 1 — or au lieu de .r i( vient 
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MeUluit (le plus x*" aa tieu de x, on aura 

Z<(l-f-a)=sa'/ _— J jr'l-'iir, oà l'on rappow a^>0. 
Posant wfssM, a Tient 

Cette expression comluit à ce tlicurciut; remarquable. 

fltéwèmt, "Lorsque y est me quantité rationnelle quelcoiu^ue, la fonc- 
'Von Zp(y) peit teajoors s*exprlner par des fonctions algébriques, logarithni- 
"qnes et dradaires.'' 

En effet ayant 

et /-(^l + ~) = « y*"^^J •*''"*'/-'^ lorsque a<0 
il est elair qne l'intégrale J a^*dx, poor des vakmrs entièces de s* et 

de est intégrabie par des fonctions nigéliriqneflf, logaritliniiqiies et droniiiBreB. 
Or peii^ posr des valeors entières de m et de « signiier «ne qnanâté 

ntionaeile quelconque; done le théorème énoncé est démontré. 

Soitm=l cto=2; on aura -f ' ) = 2 /''-i^=2 — Zlog2f ce qW 
nous avons (rtnivé plus haut jjar un j)iocédé diiréreat. 

Soit «=1 et«=:3i ou auraZ^l+^3)=3/jj£^=3-3/;4^ 

d'en l'on tire X<1+|)=:8— f logS — .ï^. 

Revenons à l'expression générale + *~) — '\f]^ j«— l 
l'intégrale ^~^ -.a:*-vte se jUrise en dcnx parties» savoir, 

J -ir=ï- -y =y - T î> 

Il reste donc à trouver rintegraley-^^-^.dlar. 
On a = + ; par oonséqnent 



« 
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Or on pMt miqiofler m<a, car le problèoie peut tosjoors être ramené à ce 
cas. On am donc hmfne a est vu Kombre iininbv (vofes Baleti Gdc btegr. 
pag. 48, SOi. 

/^'- da: = }^ log{*-l)+ l«g|/(l -2*00. ^ + ^) 

«'2;>«5!ÎL.arctang^''''"^ 



1 " Ilsr.cM^^ 

V ai 

Si ToÊ poae cette expression ^le à — \og(:t — 1)-}- P, on aura 
J • iX^ 'dx-P- — log ^~ - , et en intégrant entre les limites x=0 et«=i. 

Os voit siséneut ^= 0^ et ait 



H s'ensuit duuc, lorsque a est iiupair 

■^0 +t)=ï-'«««+>'""^'*(*-*~'^) 

— 2 sin .arctang 



l-CM 1 

■ « 



1.. ^ 



«si donne a=d et im=1 donne 

i{l-f^)=3— log3-{-co8 '^.log^a— 2cos-~)— 2sinÇ.arctg' 



. 2- 

sin — - 
3_ 

l-«0. ^ 



or ces ^^-h «in ir=~?' ^(l+é)=3-â l"g3^ ^(3) 

La formule (D) a seulement lieu, lorsque a est impair. 
Lorsque a est pair, on aura: 

Z{l + ^)=.±-ioga±log2+*|'» coai^.log (2- 2 cos ^)| 



1 
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Le terme ±^ log 2 doit être pris avec le signe + m est pair; et avec 
le signe daofl le «ai coatraire. 

asBs£ et M=l donae £(l+^)=s2-']eg2. 

0=4 et mal denae j.) =4— 3log2~-| 

a=4 et «=8 doute X(l+D = |— 8log2+|-. 

Les deux dernières cquallottB douBent — f, œ qie Dooe 
avons déjà trouvé plue liant 

La foimnle (E) coniprend aussi le caa de a inpalr, car * 
^ (l + — Jtii + Mattmt dene te an Ken de « ea «m 

^«(1 4- -i;- ) ^ - to« « - (log2± iog2) + coe^, log (« aie 

- 2 ï» aie^=5 .axe laeg * . 

*(•«•£) 

ee raurpaat foe 1 — eoezsS (ain -i-)? 

Si Fen met ici 2a — m & k plaee de m, il vient: 

^0*^)=^(2- ^)=â^-ï«S«-(los2±Iog2)+ ^,cos*^Mog(£siB^' 



a-l »'«» 



-J-2^fc sin — ^.arc tang -7—]^^ 

en remarquant que cos =cosiîîl, et que sin "'^^ =— siaiïîî 

n a * a « 

AJevIaat eea expeaalena de £ (2 — ^) et £ (l + en elillcit: 

^(«-■S-)+'^0 + ~)=^+~-2loga-2(log£±log2) 

+ 4 A^eoe-^ leg(28in^) 
et en rettancliaat l'oe de rentre^ en ditient 

X(2-^).Z(l^£)=^_ ^+4 A«n^..« lm.g 



■In — 



Ton* Mwml. 4 
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Or (£- ^) = Z, (l + i _ £-) = (l ^ doac 

mais nous avons vu «npanivaiit qae l(i — — -|-^^=ffi.eot^-^} 
M « pcr «onséqseiit 



Eu ëuliâtitoaiit cette valeur dans l'expression tronvée ci-dessiw poor 
+ onann 

^(^ +£)=^ï-*°8:«-(log2±Iog2)- ^ c«t'^+2Z»co8^.1og(2si0^), 
etp»l«iaeX(l + ^)=i(^)+^, os a anaai» 

bu fai^iant ifÂ socoessîvemeot m=2, 4, ^ 8...2(a — 1) et «tlontant, on 

obtiendra: 

^(4-)+^(4) + ^(4-)+-+^(^) — («-i)»08« 

(c«t-^ + cot-^+ «et »; +.. + cat Jî^) 
-i- ^ log(2 sin^) ^*cos log (gsia ^) cosi^ -i-21og (2 sis^ Z*cos ^ 

+ ...+ «log(*«iiiÎ!g«)S»«o«^6!:^ 

Oc cet -^+coi^-\-..,^eùtS^=z9, et S»c«i^ = — 1, dose 

^ G) + ^(«) (v) =-(«-l)log«-2log (2.ia|;) 

—2 l«g(2sing) — 21og (2 sinil) ...--2log (stain^^) 
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donc 

^(i)+^(|.)+x(i)H-..+x(ï) 

--_(«_l)|0gii_a(«_l)|og£_£|ogf«iD^ . sin ^' . siiil^V 

V sa 2a 2(1 y 

■lis (sin ^.8in^ . . . sin -^^^)* = -j^, et on aora par suite 

• '^(v)+^(4)+'(D+-+^(^) ='^(r)' «~ 
'•»«=-tKt)+^t)+<t)+-+^^)]. « *"» 

'■°.'<7).'<r)/(t)...,Ky)- 

On peut enoore «roiiTer d'antrai pro|riélés de h fonetioa Z(ir) oowm il 
soit On • 

nettnnt S» «n lieii de fl vient 

+,}^+j_+...)_i(-L.+^+...) 

«r (-1-+ -J^ +. .) et H.+ ^)=C- (^4- i.+ . donc 

/.(2x) = + i /,{.r) 4- < /.(:r + J). 
Four tle(eiinia«r C on fera «=1, et on aura Oi=C-^^L{^) or 
= — £ log 2, donc = log 2 et 

2^(«jr) = glog2+/.(j)4.Z,(j:+^) ... (F) 
on, en remarqaant que L(i + 2x)=L{2j;)-\- — ci que X(l-f*)=/,(.r)-f-i-, 

de plus, ayant Z(i+a:)=2^|-|-*) — rV-* ««""a 

i:<|+*)=ff(i+te)~i(iH-*)H- 1 -«!•««. 

Mettant 1 — x k la plaee de x dm» i'éqialion (P) on ol»tîendni 

2af)=2lo{r2+A{l— jr)-|-/^|— et à crase de /^l— x)=Z^2— *)— 

/'(| - -i ) = 2 ^(2 — 2a-) — L(2 ~-x) 2 log 2. 

Cette formule fauilite beaucoup le calcul de la fonction U(x), Si par 

4 * 
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exemple oo devait calculer la valeur <le Z<( 1,498), on ferait 1,498 = | — 
et par «dte *=îO,OOf, 2— 2x=l,996 2— ar=l,998. 

Revenons à la foriJuilL-: L[.t) = C — (—H -r~\ — ^ "h • • ■ ) 

Si Ton met nx au lieu de x, on aura: 

/ 1 ■ 1 . 1 4-. ..H ' 1 

■_/'_J_j L_j j 

Vawi»^ aw-i+iw^ isfYM»^ • " ^ ii»-i+«Hr/ 

» etc. 

^-''-4(4+îîî+-b:+--) 

^ l » n • / 

1+*+— 1+*+— I 
^ n n ni 

" i+'+v f 
1+,+— *+*+ir J 

Ov m « M général 

' ' , +--J-^ + ... = 6--/-(x+-l.),.d«K= 
n H n 

Unz)=.C'+± [Hx)^Li^x+l-) + L{x + \)-^...+I^{x-\^l^)] 

Pttor Mleitth«r C fidnio» «=0; fl m rtedte^ à cmim de Z<«.0)=-i l/fi}. 
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donc 

Li„^) = logn + 1 . \Ur) + /.(x -f- 1) + Z,(ar + I) + . + î^)} 

Posant donc successivement »=1, 2>d, 4 etc. ou aura 

1^2*) = log 2 + i(Z,(jr) + /.(;r+i)) 

£(&r)»log8 + + i(»+i)+^*+î)) 

«te. 
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IV. 



des inlégralcs définies. 



Si FM différestie niGceMiveiiieDt la fimctioB 



da 




rf«S — 
o 








a 






— rfa» 




etc. 


d«2 i. 
a 






de» 



OU le 8io:ue -{- a lioii, lorsque » est païT} et le signe — lorsijue » est impair. 
On ea cum liit réclproquemeat 

y » „ . • y » _ j ^ vJL -MmiB. 



a" 1.2.8..(n-l)rfa«-» 2.3... 

Or nous arons trouvé que S~^lJ(fi)^==^ ^ »—i 
On 0« tire donc en «UféranMant par n^ort i «: 



0 * — I 
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81 



etc. 



«—I 



Kn substitaaol ces valeara, on aura 
etc. 

«*• «A4..(2«-l)«/o X— 1 

■M"» ■ 2.3. 4-. Sa*/ • 1 

En général, «pel qae «rit a, «m 
Uéiligaolift ^ — par /r(«^ak et vous «nrow 

• ^'^>=rwi. — -1 'fe+c (i) 

Eo déveloffut cit série laMe, il viendra 

«'v)= f {/>•• (4) •' (' ')" ' (4) •■ «^H-H. 

or ' 'ig = ^ ^^'1^ . et par couséquent 

'*^'^«>=7-V+ — ^+ — ^+...faiiif.H-c; 

(a-l)" (0-2)" frr ?!r ' ' 

ej| C est Que constante indvpcailaute «le a. Pour ia trouver, faisou» daub (1) • 
«=1, ce çni éome jt(l,a)=0 et *"-*«a^as:l; par eonséqueot 
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J — ~\ — dx. On tire de là 
«ft V peut «tn positif légatif ob iéraw 

C. ^= (1)-=, _ (.-.) (4) + - (-1! (4)' 

Substituant cette valeur, on aura 

/"{'-)* * I 

- /".''•(';)••* --sa-— 



/ 



' r(5) V ^ 2"+' 4"+' 
- CiLliLIiîia . A + -J- + ^ + -i- + . . . ) 

t.IXa) V ^ *H*^ 4«H ' / 

etc. 

or M a /(«-j-i)=a7T(«), l\u-\-2)=a{a-\-\.)I\a) et CD général /T«+*) 
= a(«+l)(«-f-2)...(a+Ar— l)/l[£c). SvbMitiiaiil cas vateoi*, oi 

etc. 
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81 1*4» pMe a inlbi, on ana 

£(00, «) = 1 -f-l- + ~+ ~ + . . . «te 
donc eo désignant £,(oo,a) par L'{u) 

SI diu la fbfanla (1) on mmI tm llea ie od anra 

Va* / T(«) , M — 1 

I 

Faisant x=sjf, x devient = y*, dx^zay'-^, C'T)'^'~*^'('y}" 
OBtire 4« là 

81 ttdatonairt at*— 1<«^ ce qu'on pont aoppoaer, la fraotton eat 
rcaoliiUe ea firactiOM partielles de la forme On aura donc 

Si foa dévetopK série, on voit ^e 

iLli_.i^=iX«).(l + -~+-^+^+...), donc en désignant 

t ^+ ^+ ... par /,'{«, c), on a«u* 
r ar 4r 
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I ^ »djf =Il9),V{(it, 4^ ; OB «Mcidim doue adb: 

La fonction L Ç-*-, P^vt donc, lorsque m et a sont des nombres en- 
tiers, ^tre exprimée sous forme finie à l'aide des fonctious I\a) et i/(o, c). 
Soit p. ex. in=l, a=£, ou aura 

coBSéqnent A~ — 1 ut v= — 1. donc 

. i.(à,«)=-2"-^(«»-l)=-2'(l--^ + -^---^ + ...) 

Lorsqae a est m arnÉbre entier, on sait que la somme de cette série peut 
s'exprimer p^^r îo nombre ji oh par le logaritlime de 2. Soit «=r:l,etroBa 
^ — 3+ 3 — ]+ • =log2, donc Z.(^l) = £<^)= — âlogS, ce que nous 

avons trouvr- pirct ileuiinenL 

En posant «=2, on a 1 — ^ + JL— ^ -j- . . .= donc L(|,2)= — 

On peut en général exprimer L(j^ Sn) par — Jf .s*", ou if est m noiabre 

ratioaneL 
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V. 



D. 

iBte 



Fans les ExercieeB de calcul intégral de 01 L^endie on trovre l'aqpKwioa 
suivante 



'«g (/' (1 - -P)'"'- ''-«^) = «og /T«) +l«gin[«!)— log iT«+ry. 
Différentiaat par rapport ù a ot à r, et reotanpiaat que 

=s Z«— C (Voyei pag. 21) 

/,t^l.(I-x)«-'/( I-^).^ 

Ces deux éqnatioas eenblaée» mec réqnation 0% donnent 

-*)-.lr.*r:^ (Z(«)_X(«+c)).i]^^ 

/ V».(l-x)-«./(l-:rVtr= (Z,(.) - / (a + r)). i^J^ . 

La dernière équation fionf aussi se d^tîiiire de l'avant-deruièfe en échan- 
geant a et c entre eux, et mettant 1—xk la place de 

Lonqae ««si, on a, à eavae d» Z<l+a)=:l+^(aX A«+l)=«^<^ 

^ «^.l».dl»5=s^ — , râmhat connu, 

et V'./(l— ar) .c£jr= — . iM., donc Z(l +a) = — «/;a^'./(l-;r).«ir 

S*- 
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Développant (1 — en série ou trouvera: 

/W-<.r'<T)''^=/''^'X7)*'-<'-^>/.''''(T)'^ 

Soit p. M. on a i(a+<0— ÏK«)= — ^ï«+<^= ^* 

Soit «=|, m » ~ i:<ff)3itf iogS» BiK^= 1, doue 

2,rl0îï2=2»+ --^-4-2 j^., ^ 2». 8.4.0» ^ 

Soita=i — :r, cz^-lx — 1, on aura en remarquant que A{1 — x) — L{x)^7icoinx, 

_«4:otir«. jiçg ^ ^ 

Km échaogeonft « «t « entre eu dus ré^ttoo (S)» on obtient 

OiviMUDt l'équatioD (2) par celle-ci menbre ft 



De cette éipntioii on tiran en 7 fikiHwt et=l 
Z<l+«)=«— î^j^4- -^^^^^^ , *m« «■ teîM"»— « ponr 

Z<l'~a)=7— (a + ^^^+ "^"^^^y^^^ +••♦)» ®" mettant ar- 1 au lieu 
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on tire de tt 

Si dansi l'éqaatiOD (2) on pose a=l, on aora 

(Z(.+i)_z(i))^=i2^=i_ig!.+i^_... 

ceane MqMiaïuL Fainul «satO, 0 vient 

— .-f..—..^—^... — ^ 

New an» fv que 

• /V».(l-*)-».(/I).rf;r=(Z.(a+r)-Z{a)). 

liiâtTcntiaot cette équatioa logarithmiquement, il viendra 

•r on •■^^ss'—^J-. Soit J'-l- = Z/(a), et I on aura 

(ïl)'4fo==((Z<H<)-i>(«))+(^»+^^«))*]. ^^i^ 
f t 

SI roe déaigne XJL par S-^ par etc^ on drtieiidn pu 

one différeotiation rrpetéc 

y^V-'.(l-*)-»{/-l)'rfar=[2(Z^(a+c)-i>(a))+ 

Eu (litTérentiant l'équation (2) par rapport à a, ou aura 
et en général 

Or la fone«iony[*«^.{l— cat expffawble par lea fimelieaa 
r, A A dene la aemaM de h adrie ialnie 
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±L-_L_4.<fM._J etc. 



1 («tir » («fi)* 

eit aqprlRMkble par ces mêmes fonctions. 

I1-y-a encore d'antres intégrales qui peaveai ttexfriam par les 

foacUouSk En eflfet, soit , 

•B «Meadr» par 4eB dlféreatlatiaiis «aeecsafm par lappiirt k 

/„ —xr\lil -X). (/!)":' dx=<f>'{e), 

/V'.(l-^r<i(t-*))?(/l)":^Ar=fP(«)» 

et ett général' 

y^'ar^i. (1— ar)-». (/(l— *))^'(/l)"r'ifcra=:çW-') (c). 

Or on a a (a, e) — — — H^lfl — donc en tiubsUtaant cette valeur, on obtiendra 

raqweaaion générale anivaule, 

• I 



/ ra.rc \ 



et cette fimetieB eal^ eennne neus venons de voir, exprimable par lea foaction» 

^^^^^^^ t 

« 

On «ait ifue 

DtffûenUant par rapport à a oa aura 



(ii)v(«i).^=^=i-i:=.,.,.i^ 

or ^=:£<a)— C, di»e 
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àÊètmâÊak «■eore, m aura 

Uue expressioa générale pour la fonction 

peut se trouver aisément comme il suit 

£• différaatiaiit l'égnation (A) n foi« de suite, «a mnai: 

~ /^(«)— C. donc //^.O ^-f{L(a) - C)da 
et /1[«) = eAi<«^-^^*^«. donc 

fonction qui est exprimable par tes fbndioiM /; L, D, j- ... jj,-' 

81 Ton met ^ à la place de a:, on a ^ A =— y, U~= 
ix=nfidy\ donc 

00 em dungeant y en — y 

XVW «^-^*=- ^"^'^^[^'^ . 
1 

Faisant y=z-, oo a 3^ % = 1 = ± t^, /y = i^j, «-» = 

' (i s 

«t par SQite 

on eo iMttaiit « aa Beq de -i^ 

A 

OU bien 
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.=1. « a/-('4)-'-'-*'— MiMd-'^]- 

Si p. ex. «=2, on aMriiJ'^er*\dx = ^/'(j) = 

et yrOv)**"'-''*=*'^^"^ 

CD natriM foe £(DB~Slosi D fint m nppeter la conrtinl» 

C est égale à 0,577£1566 ... 

SI dans l'éq^tion (Â) on pose :r=y", on trouvera 

/*^.i(yy"tl9=^, loraqne n est positif 
y^'y-t.;(l)"-Vy = i^. lorsque n est négatK 
Différentiant cette équation par rapport à a, on aura, lorsque n est positif 

/.'»"('ïr(«ï>*-'-;^W')-<^-'^»> 

Soit 3F^«^i et l'on tronven 

résultat quon peut aussi déduire aisément de rûquatiuii 

/;^-/(i).^=-^r(i)[x(i)-c]. 
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VI. 



Sommation de Im sérié 



,=ç(0)+ç(l).*+v(£).a*+9(3).^+..- + 9<»)«" : 
n étant vn Nomdre entier i^osUif fini ou mfmi, et ç(ii) vnefmetien àtgéMfne 

nUUmneUe de n. 



La foDCtion ?(r) étant algéliriqae et rationnelle, elle est résolidlile ea termes 



(a+iy {a+ïf 

La sommation do la série proposée est donc réduite à la souunatioa de 
ces deux séries. 

GonsidéroDS d'abord la quantité p. Or A.Q" étant lue quantité constante 
et A Aicteur de dtaque tetne de la série, aoes peflCTens, 



de la forme An" et 



B 



; 1/ est donc résoluble en plusieurs séries de la forme 




divisant par on a 



■mltifliant par t!x et intég;rant, il vient 




OT en ceapanuit cette série «nrec In précédente, en volt qoe 



diiSreeltent et niiltipllant par x, en en tire 



6 
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M «• tefranl MBleneiil f(u), an lien de f{tt, x) 

/•(«)r=-fl'<^(*lO. 
dx 

Connaissant donc la valeur do — 1)^ on peut en dédaire celle de /"(«). 
Mettant « — 1 au lieu de «, on aura 

«ibstitiMnt cette valeur dans l'ëqnatiun précédente, il vient 
nettttit de |diu a— 9, a— S etc. ao lien de a, en obtient 

jf(^_4)^ <».«if(«-5) 
4r 



Sidnatiant ees valenn» on en tiré 

On a ainsi la fonction f{<t) (Ictorininée par la fonction f{0). Or on « 
/•(0) = *-j-j^+*»-f-a*4.... + jf-«i!^£^, denc 

Ainsi en connaît donc la fonction f{«)f et par suite on connaît de même 
le fimetion p. Si la snife va A llnfini, on a f(fl) = et par conséquent 



1 —X 

s.d(x.d(s...d(T.d(—f—^ ■ ■ .Y\ 



£b faisant successivement «=0, 1, 2, 3 etc^ on anit 
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Cousidi rons ensaitc l'autre série, savoir 
mnhiplitiit pwaf et ensuite différentianl, oe aura 
ou bien 

Ou virit fUt là que 

«■ Mltipliant par dlv et IntégitnV «n obtient 

On peut donc détermiuer f\u) par F{u — 1) 

Hettaot nudntenaat a — 1, <t — f, ete. au lien de <^ ob ama 



Oa peut donc détemiaer F{«) fut #|[0), car oa aura for anbatttnttoa: 

t')=:? /^ /t - /^ /^ /'^••^•'W. 

or FKO)«= + + ^^^5^. 

^"^^^Jt^Jt^ J-rJ — r=ï 
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■ 

Si b aéfle n k llnfinf, on. a - ^ , et par suite 

'«•)=i/^ 

Les quantités constaotcfl, doM aiz Iptégratioitt 8«eem»lveiB^ dmiMt é(» 

des valeurs particulières des fonctions F\0), F{\), J?(£) . . . F{fi\. 

Ayant ainsi il/trrminc les fonclioiis fijn) et éii ttnsiB tlléPCTrt la 
Bonme de la série pruposce 

9(0) + 9(l)*+»(2)^+ç(3)r' + • + H{>i).x\ 
proeédéy dmt on a fait usage pour trouver la somme de cette série 
4 ralde de le série . ..-\-xf, peutanssi servir à le déteneleiiieB 

de le senune de le eérie ' 

i=AO).<^(0)+/'(i).g<l).,+/'(S;). . . . + nn)M*)'^ 

k l'aide de la eérie 

OÙ f{n) signifie une fmi idn q i, I onque, et (p{H) une fonction rationnèlle. £a 
effet la série z est résolahU; tu (»lusi»;urs séries de la forme 

Si l'on pose /•(0)+/'(l>af+/'(«).««-î. .^f M tnmven pré- 
fiiséiMnk de la ném nenière «pie ei-desaos 



on aura 



= -~.(l — itL)+ (*''X«-«) («-1)(a-2X«-») ^ . . 



c 
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L'ixtégriUe finie S*ifx exprimée pur une ùUtgrate définie simple. 

Oa peut comme on sait, moy ennurt le ûéùÊhm» d6 Paiseval eqtriner Fiité» 
gnte flale 2^q)x par une tot^;nle définie double, mate ai je le ae tnmq^ 
Mi^t pas exprfné la ntéaM inl^inle par «ae iatégrate défiaie attelé. Ceat 
ce foi eat Fabjet de ce méaiolre. 

Bn désiguot- par 9» ne fondien fueleoaiine de Q est aiaé de voir 
4pi*0B peut toajoua aoppoaer. 

(fx ^Je*'.fv.dv (I) 

Tiotégrale ûtaiit prise entre deux limites quelconques de 17, indépendantes de x. 
La fonction fv désigne une fonction de doat la fohne dépend de celle de qix. 
En avppoaaat J»=i, on anra en prenant Halégirale Inié des àtm 
ntemSmê de l'éipation (1) 

^^f^' -^i^ 0^ 

on il ànt ajouter une eeaatante aiUtraiie. 

En pteaant une aeeoade fois Fiatégrale fal^ on obtieadra: 

En général on trouyera 

^v'=y^"7^V'* 

Pour compléter cette intégrale il faut ajouter au second membre une fonc- 
tion de la foraie 

c+c;*+c^H h c-.af-» 

ele. étant des coastanies arUtrairea. 

11 s'agit maintenant de trouver b valeur de Fiatégrale défiaie J**^". ^J^^y, - 

Pour cela je nie sers d^u Aéeriaie dd à M. Legendre (Bsere. de cale, int 
T. IL p. 189); savoir ipe 
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, e»+l 1 /'!î tU.ulnvt 

Oa tira de oette éfrathw 

' — ^ A+2 Mdt^Mnvl_ 

Hé sobsâtmit cette valeur de dans l'équatioa (2^ on aura 

Maintenant on tire de I tupiatioa (1) en intégrant 

Jip*,éx = Jff.d9»fv.d»sst fi"'^- doue 

L'iniégnle J(f".fv.s\nvt.dv se trouve de la manière suiTantc. En nettanl 
dans r<'(p!ation (1) ao llea de * mccessivement 1 et x — 1, 

on obtiendra 

^x—tV— 1) — ff,tr^^-\fo.é9t 
d'oà l'on tin en ratitMiniit et diviiast par fK— 1 

Par là l'expression de devient 

cawnhflM maiatenant la valeur de Pint^^e géaérale 
n s'est pas difficile de voir qu'on peut faire 

enfeteant A.-» ^i^» coeCeten» nnmérivieB qai 

doivent être déterminés. Pour cela différeatiou» lé<|uation précédente, etnoas 



aarons 
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c'eiit<à>dire 

En compannt ces deux espreuions de ^j^^'^y^ , om fonaera les éi|intkiiis 
aonriuiteB: 



4^^aa2 ^a_i^=-l 

De l/i on lire aisément 

(.'elti! dernii-re fcpation st rvira à déteruiiner len constantes qui rcntrtot 

dais les expressions de J^^, etc. Ayant ainsi détemlaé les eoelR- 
deas A^, J^^^f etc., oa aort ca sabatitaattt dans réqaation (^aa lien de 

■Minteaaat on a 

d'aï roa tire «a différentlaiit 

* — — * a. « t.ât.i»tvt 



etc. 
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dmc en ralMtitaant 

CdB posé, «o tire de réqnattOB çjf^JSf.fif.dv Im svimtea: 

etc.* 

de ndne oa ann 

^ ' î/ — 1 

done «■ ana en «abnUtoant 

j,«f— r^Ii!!L ^>(*^^*✓-l) 9(^^-i) t ^/ ^w. « »(»tfi/-iHe(^i/-i) 
+*t J^7^- 27^1 JoT^t 

En faisant p. i-x. n = 2, on aura 

Sait p. ex. (px=e", on atira 

done en nobatitnaot et divisant par «" 

Le cas le plus remarquable est celai où ji = 1. On a alors, comme on 
a w préeddensnem: 
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Bb si^KMMflit qoe le« 4eiix intégrales S^x et fpseé* ■'évanralMeai pwir 
il «st dalr «p'M «mi: 

donc 

_2 /^^ _ ç(g-K 1) — y(a — < 1) 

Si l'ou fait a;=cx>, en tsapposaat que q>jr et ffxdx iM»ats=(^ pour cette 
valeur de on aura: 

ça+SP(a-f-l)+ç(a + 2) + T(a-i-3)4-...iD M. l 

SoU p. ei. 9«= on aora 

l)—9(«—<v/ — l) —tat 

donc 

1 I 1 _1 1 . _\ l_J É A- fl tdt 

et en faisant a=;l 

i+i+i+A+3V+--= ?-=â + */'° 

* ' * * Jo (i+<«)V''*-i) 

On pent aussi par w <|iii pi rrède trouver la valeur de la aërie 

En l'Ih't l'n mettant ^{i..v) au lieu di- '/.r ci ^« au lien de o, on oNlieiidra 



Ën retranchant l'équation (G) de cette équation, un obtiendra, toutes les 
réductions (aites: 



60 

Soit f. ex. 9i«= oD awn 

<p(a^f^-l)-ç(a-</-l) j 

j 1 I 1 L. . _JL -/''i 

et ea faisaiit a= 1, 
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Propriétés remarquables de la fonction i/-=zrpx déterminée par Féquatim 
fy.dy—dx y {{a —y) (o, —y) {a^—y).- = 0» 

fy éUaa uM fmdku ptdeutque de ff, qui ne deelemt pet Ute eu Aqfirf» 



^oit pour aluréger (a— yX^t— y) •' •(<»- — y)= V3f« «Wâ 

Em dlSérendaBt ob aura m révoHtt de la fome 
^ = — f* - 4-=^. où P ert m» fMistioD» qal ne derteat fW laM 

lorsqne tfry = 0. 

En différentiaDt de uouveaa, ou aura 



de même 



etc. 

oA 1*1, vP,( Pt ete. sent des fondlenn de y, qui ne derieiuient pu infinies 

loir8({n« tt'y = 0. 

Cela posé, considérons l'éqaation 

Q^, Q^y etc. nomt de* fenetionn qnt ne deviennent pM ininieH lon- 
qne ifir^O. 

Snppeeenn malnlenant ipie y «il une vnlevr qid ccnde é^le i <éro 
p. ex. 3f=«^ 4MI nun 

7* 
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Q^t Q^, ete. wui iâ de» ««BSlaiitiea, et a h valeur de qui réponi à 
et qui est AéterniBée pec l'e^renion 

J ^(4^5) • 

La fonctloii ^(«-{-tO est donc m» fooettoo paire de v. Oa a |Mr eoaséfaeat 

d^oii Von dédnit en mectnnt « — v an lien de «: 

— ») = 9». 

Cela pesé, on a de même 

qc(2a, — f ) = gïf , 

en désignant par l'expression «/*'*^^^> 

<f(2« — ») = qt(2«, — 

d'où l'un tire en mettant 2r/, — au lieu de v 

? (2a — 2»! + v) = (fv, 
ce fai neian MMire qae h fonction 9 est périodique. De II na délatt 



n étant on nombre entier queloonqne. 
On a de la même nanière 

9i(±2»(o — o J + w) =9», 

donc 

9 (±2«(« — «,) + *') = ?(±2«,(a — «J+ 

et de là 

9{«±Sji(a — — cfj) = tpv. 

En général on aura 
(fV = (f(v]- 2//('r - 2n,(f! — -r J + 2;^(r; — «,)+ . . • + 2»«_,(a— et,)) 

n, », etc. étaiil des lloml)re^i (lucIromjue.H cutier» pnsitifs nn négsttiiis. Ou bien 
yvs V (<» -j- Jî!«« -f- 2//,«, 2//,«a + . . -j- -) 

ob » + //^-|-"t + '"+*»=^ 
^ l'en sni^ese qne 9(it)=0, on aura, eu faisant v&k, 

+2»iR, -I- . . + 2m,«.) = 0 
On peut Anne trouver ue infinité de RoluUons de réfoation 
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ai (f{k)=0, MToir j?=*-f-2 (na-\-H^a^ + . . . + 

On peut aoBsi tfoorer «ne infinité île vnknn de ar, ipil rewlenlfx Infinie. 
JSa effet il nnint fenr ed* dans l'éqaation 

de changer 3/ ca ' et chercher cnsnite par la méthode précédeole les valeurs 

de AT qui rendent 2=0. 

Pour éclaircir ct: t|ui précède je donnerai un excuipiu. 
8eit/5f=l, i^^ = l— y*=(l— OBWini 

donc ;/ = sin x = <px. 

Daaa oetexeniple ou a cr= 1, '/jr^i, » = = — oa • demi 

9>(iK — 1?) = yt', tpv ■ss. <f{fi;^2.nn}t 0=y(i«»). 
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Sur «Im prayriété rmwqwMe tTune classe Mê Mendu» de foÊÊetkm 

tranMcendantes. 



iSuU jf uae fuuctiuu de déteriiiiaée |iar l'équation 

« et < étant deux TonctiOBB entièreB de *. 
Soit de Blême 

frydx = tvy^ 



or / . ~ = — *y, doue 

Geh no*é| Mil — od mit» 

X — a 

* ^ 

*" ~ s-a ~~ (x-o)» 

«-a (»-«)• 

en faisant f=fx et s=fx. 
Or on voit sans peine qœ 

donc on aura 
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d'où i o» tire eu nmltipliaDt par yrir, et intégrant 

- -/■« /-^ 

Celit posé» Mit z= yy^L., on uun en diférantiant 
donc en subtUituaot 

4>/y = — a . — /'o . i -\-jBydx. 
Soit z=qp, on ann en imbsiiiiiaiit 

Sait ^4-/if.^=0,oii rtd» 

f =Vc en fttaaiit 3f=v« 

on Ton a 

Jl=a t — i/'««K*— V-fl—jfj /^a) — • . • 

Le second membre de l'équation (1) peut, eomme oi le voit, toujours être 
développé en plneieun termes de l-i forme: 

En fideint y^ras B+c»x-|-a^+tt^ + . . . 
et /•jr = /r+/î^+^H-/ï,ap» + ... 
a est facile de trouver 

duiic on «ara la formule générale: 

■ n iànt remarquer que les intégrales par rapport à x doivent être faites 
iepaiftOM valeur de ar qui rédnit à zéro la foocUou %f x-.qx, et, celles par rapport 

k a 4epni» vue valeur de cette variable fpi réduit à aére la fonetion 

/ 



doue 
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hk fowstion était détemiaée par réqnatkm 

di ait dair fa'on a 

donc ^ est de la forme 



m, nt), etc. étant des nombres positifs moindre que l'unité, p est une fonctios 
rationnelle, qui s'évanouit lorsque tous les facteni^ de qx sont inégaux et en 
même temps le il('a;ré de fx rM moindre que celui de (f>x. 

Supposons maintenant qu un prenne les inté^n^les entre deux limites de 

•^i rendent égale à xéro la fonction f^x.ii.?-, on aura 

J'-^^^=^'a^\{n-\^\).a^^~^^^)Jx\^i'X.dx.J'~~ . . (3) 
SI PoB dmme de aéne i « ose telle vaiear foe déviait égal k séro 



n y a va eas resaripiable qu'it eat iaipurtant de oaasidérer k pail» savoir 
eeini eù 

4** 



osaaittni ^^^^ 

L'équation y.fX'\-(fx. — ^ = 0 devient donc 

dOBO /'xz=. ^(f'X 

al /^m=^{m-^l)am+i' 

Vé^ÊHUm (8) derient donc dans ce cas: 

Pour vérifier cette Toraiulc dans un cas particulier, Hoit q>x~i — x\ 
«a anra a=:l, «^=0, (r,= — l, 
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ce ^ est mi, cur on a 

(«H«)v^(l^) 1/(1-0*) * "'V «*—l—/(l— •*).✓(!— «•) / 

/ ' «fa — » a.r-] + v/(|_ai)V(l - jt) x 

. (« ,r)v (l-„î) 2/ (1 x*) ■ " W— 1-/(1— ««^/(i—*»)/ 

Si l'oa fait ^«=(1 — x^){i. — c'x% ou a' 

« = 1, 01=0, o,= — + a,=0, «^=<T*, donc 

Cette fornmlo contient implicitement les proprîikés remarquables des fonc- 
tions elliptiqueii 31 Legeudre a données dant» ses Ex. de cale int. T. 1. 
p. 154 et sq. 



TOUM HCMé. g 



Extension de lu théorie précédente. 



me femltoii qiii satisfidt à l'équattra 



^ . . . étant des foBCtioa» euUères de x. 

Suit de même 

on aura en différentiant: 

•»=^-»+(-+îf)-^+('.+è)S+-+(^+^)S=^î+'^S' 

« •-&=-'»-'.-^--.Sf— 

donc on aura en t^ubstituant et égalant ensuite à j&éro (es divers coefllciens: 

dr 

. M dv. 



De li en tire aisément 

r — f.r — ^ •••±—553 r ^ 

Cela poeé, aoit et HuppoKons que 
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* — a 



^ = 1^+^ \ (3) 

* — a ' 

s', etc. étant Avs constantes of /?, /?, , //, . . des fonctions entifres rfte 

X, il est clair que «'^ est ia même fonction de u ^ue l'est de ^ . Ka -diflé- 
iVirtint M tnNiTera 

doue la valeur de — r devient 

en faisant çsiiî .^^i-^ ^« j 

Cela posé boU 

ou aara ea dilléreaiiaat pac nqifeit à a 



or ea maltipUaiit la valear de r par yib et Intégrant, on obtiendra 



en faisant pour abroger 
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Ob b donc Péqntfon snivaute en x 

-r-/vK.-^'-+*'..f +^V^ + .- + *'.-^ ••••(«) 

Supposons maintenant qu'on connaît l'intégrale complète 4e réfontioil diffé- 

reptielle qui iléiermine la fonction y, et soit 

cetto intente. On trouvera alors, comme on voit sans peine, 

oÉ est la iB<me foection de a.fae l'est de et j», . ^ . des fsaetfons 
rationnenes de y^, y^, , . , et de lears différentielles, et des fbactiOM entières 
^ t* + i^SN'» te b feme 

— ' 7L * 

Os a dose: 

Quant aux quantités 0,, etc. on peut remarier qu'elles sont détermi- 
oées par les équations suivantes: 

0 = .y', • -f .y; ■ "x+y, + + ■ «- 

Les qnaalitds d,. d,, d,...BOKt dose des fiiselioas de a seul. Ponr ap^ 
plîqaer ce qui précède, sspposow at=i et «isf. 
1. Si ai=l, on anra 

— 1 =3f'j .d, , dsse 9^=— ^, 



de 

Xt=s^tjf=-^, x'a=x es sapposast x«sO, 
dsae réqnatioA f8) deviendra 
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c'est-à-dire 

11 

8. Si 11=^ ùB aum 
l'oft roB tire, 

Or d«s deux équations 



m tirera 

donc 



On a de même 

et *..<=_^-4-ij;, doae 



L equatioQ (G) devieodra donc dans ce CM 
m kico en fidsant 

et z'ss -£i £s I ti— - — , 
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l'on suppose «j=:0, «,sOpOHr et onaort b lonmde: 



1>aB8 la fomule (8) m peirt IUm Jf=K(H-K(î»M-«"))+ ^ 

Soi. .=/(^+P^+^+^+...+^)r«r 

«tj, ff,... or. étant des fonctioM de et denshem ail cetpaBailile de lUre en 
sorte foe t aatbfaaae i réqnalioa 

En diiférentiant l'expressioa de z par rapport à a, on aura 
doae eaanbatitaaiit: 

ou -r=e j:::;; ^ (ï=;5ï 

• • (rr5)= (nSF^' 

ar «n a VD qiie 

- r— ir+ I I ''''^ r --- I ^•'^^'"^^> 
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Oa a àoÊC les équaliOMi nl?antw: 



«. f Y 



«fa 



es faisan), pour abréger îîî. sss iL et ^ == e. 

Y T 

De là OD tire 

«■+1 =s Ahu + » .«•+1 — î 

drae 

DnuM M a ai+1 éqintiaBa et m+Z indétenaiBécfl, oo pevt 6ire « 
eonacaatj alora «sa; 

n eat dair o« eat da la famt 
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En faisant 71 = 0, on aura 



da da* 



• • « 



Cette éfoatliiB détemine le fonction f. 
En mdbeUtnnnt en Ueii de ^. sa nlew — 21. = «*«.«^ od «ma 

tkw Unéidre en «>. 

Aynnt ninni tnnvé tenlen len fncmjpiei^ ea a 

d*ea Ton tinn le vnlevr d* «. 



9 
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XI. 

des fonctions transeendunies. 



- ne foncUon algébrique quelconque détcminée par lï-quatiM 

o=« + «..y 4- «-r • • W 

^ a a . . . rfti K itai ftmctloii» aiitliKS d0 *. 
Soit lia mèm» 

0 =a f + fi-y + ï.y* + 9*y*-\r--+ î-1 W 

^ |fg etc. étant des fonctions entières de x et d'un nombre quelconque 
^ntî^s variables, savoir les copfficiens des diverses puissances de x dans les 
fouctioDS y, 9,, y,» etc. Soieut a, «,-, «„«,... ces coericicas. Cela posé, 
on peut tirer des deox équations (1) et (2) la fonction y exprimée rationnelle- 
neot en x et en o, a,, «te. SoU r cette fraedon» m aura 

<»> 

cette valenr de y dam line dee éfUtioiiB (I) et (9)^ on 



(*) 

« étant une fonction entii-re de .r. fi. n^, a^. . . 

Cette éipiation donne x en fonction des quantités o^, <i, etc. En diffé* 
rentiant par rapport à ces quaatité.s on aura 

la caractéristique étant iBii|iieBient relative «nx quantités etc. 
Delà cotire 

et en amlUpllant par f{s,x), où f désigne «ne fianetion ntionneUc de y et 
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(^) 

OÙ on a mis r nn lieu de ^ dans le second membre. 

Ob aura donc, eo développaul la liiliercotielle d's, une équation de cette 

fome: 

^(«)» «te. était di» foBedoM ntioiudleB ds ar, «j, èle. 

Gela posé, soient »i» x„ 2-, ...r. les radnes de réquafion ^=0; oa 
aura, en sahsftttiant ees Tnlenr» au lieu de x dans ré<|liatfoa (6)^ M éfUtiOBft 

semblables ijai, ajoutées enseiobte donneront relle-ci: 

+ M-^i) -h f Mt> + f Mi) • • • 4- • ''«fi 

+ (^(«i) + »y(*i) + f d(«t) + • • • + *ik 

c'est-à-dire * 

fbi » • t^i + Ay», . + . . . +/ly«, x,}dx,=li.du -f «,.r//r, -I- .. 
ou I{, H^y //, ...sont, comme il est aisé de voir, des fonciious ratioaaelles 
de a, a^, a,... 

Blaintenant le preoier neaibre de cette d^tioa «at une diiertattelle 
cenpièfe; le aecead memb» eat doae aaaai iamiédiateowiit iatégraMe. Ba dé> 
aigaaat deae 

////^,-}-/?^.-|-...) 
par ç, il est claie qae q est une fouctioa algébrique et logariliunique de 

Oa «m doae ea imtégfaat et déaigaant 

v(*i)+f(*J+v(*,)+...+iKO— «?+^ • • 0 

Cette équation exprime, comme On le veît^ une propriété de la fiMetioa 

yf{pc) qui en {général est transcendante. 

Les quantités x^, t,, jr, . . . a-, étant des fonctious drs varifvhles indé- 
pendantes a, «, , «r, . , ., il est clair qu'on peut, en supposant que ie nombre de 
ces variables est regarder un nombre /t des quantiti;s x^^ x^^ or, . . .x« coai- 
aie tedétenaindea» et les n — jtt amiral ceanne de» foncUoaa de celles^ Om 
pevt Hower oea fosetiom de la numlère soivante. 

9* 
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Soient x^...Xft éoméat ot ùàum 

/»= (*— *J (*— . . . (»— *A 

m nn^ «a AnNuit Vé^nKkn 9=0 ptr ue ëfulimi 

dont les racines sont les quantités or^^, , ;r^^ • • . '3:.. 

Dans cette équation les coefficicns contienHront les quantités ff, ffj,», 
...«u_, ; ii faut donc exprimer ces rfuantitcs au moyen des quantités x^, x^, ar, 
... Cela peut se faire de la manière la plu» facile eu mettant daoâ lequa- 
tion (2) au lieu iB x saccessivement x,, x„ ;r, . . . x^. En effet, on obtiendra 
•km ft éipatkniB UaétSm eni^ a^, a, . . . cr^.^ qui ««rviraut à 1m âétaniMr. 
Ea MibBtitnaBt «Malte cm Tileinn dMS réfeattn «'bsQ^ en ran me ëiputloD 
de degré » — dent loa» le* ceeflekM Mut iH IbeelieM dM fOMlilée 
*t» **» pv éfeatlen ee peet deeo détanelner tee foeelloM 

Il n'est pas difficile de se convaincre qne, quel que soit le nombre on 
peut toujours faire en sorte que /i — fi derienne indépendant de ii. An nioyei» 
de l'équation (7) on peut donc exprimer la somme d'un nombre quelconque de 
fimCtieM de le fbriM par on nombre déterminé de fbnctioM de le ndaie 
fenie^ eeTe&r 

ee bbMt «^aosa^ct» — 

.Oe peut ddteniieer le foection ee doeMnt A dkeeoM dM feentitée jt, 

. . .Zft une valeur particulière. Alors la formule devient: 

1P(*,)+*(«a) + " • + V^/.) = P + V('\) + Vi^^ + . . . + ) 

— ç'— \'(^) — V'CzJ — . . . — t^(z..) J ... (8) 

en désignant par n la Taleer de 2« lorsqn'oe donne aux veriablee x^, x,...jr^ 
1m valeun «'j, ef,... jr'^. • 

DeM le CM eà eit plu grand qee v on peet teeever vee femele 
beeeeeei» phe einple. Be effet eoppoeoM fofee eU entre lee ^putitée 
T^t ««...«^ lee reletieM eelvaelM 

^i^S^jj ^^B^^y CgSS^g » » fi> ^~T| > »•»• •••••• 

on anra «lasi 

+ V(*a) + ... V(*iM) = t + Ci 
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Pwiai les quantités .. .x^, /< — y soat des variables indépendantes, 

les antres sont des finetimB de celles-ci, déteminées par les éfurikos (9). 
On peut d(Nic Taire 

'^{«'rfj = 0, iKafr^*) = 0. . . V(*'^ = 0, (10) 

et alors un aura 

Xm fUBtUét a;,, X,, x,.,.Xft sont liées eatre elles par les éfutfras ^ 
■alB oosuM ees équilms oootieinest fi-^p indétenilaéeSt stvoir 
•i» *j» *i • • • Xftf C|» tfji • » 

il est clair qu'on peut regarder les ft quantités x^, x^, . . . x^ comme varia- 
bles. Les quantités jf^, x\, af^,,,3f, se déteminent par les éqnatioas (iO). 
Ponr cela soit 

^= # ^g» ^1 • • • Xfi)» 

M iiun les éqnatfoM 

<^»=9»t(*'i» • • '«V)*"^— ^^'C*'»» **«'***'|^ 
*«=9i(*i» *, • • • • • • <V> = (RrC*!» 

Or les équations (10) donnent 

en substituant doue ces valeurs, on aura les f équations suivantes: 
9i{-^l » • • • ^f) — ,{**, » x'r» » 

> *, . . . Xju) = '«V» /f,» ^|(-«)'' 

^ donnent les valeurs des quantités x'^ , x*^, x', . . . x'y. 

Ces équations sont très eoaipUi[nées;.il est phu simple d'employer la 

méthode suivnnle. 

£a supposant dans l'équation (7) ii=:/i-4- v et jr^=c^, x^^=.c^...x,;=^y^ 
cette Afuliin derinln 

•h les fnaotiléft Mst UAm «rtn elles par keéfmttOM sobantei; 

e(x,) = 0, 0(:r,) = 0, = 0 . . . = 0 (15) 

•(Cj> =0i H«t) = 0 • • * »o (M) 
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Gela posé» si Tan bit x^ = x\, x^~x\..,»p=x^, et a:'^^.,=^j, 

•« f<*.)+tK) + . - + 'f'(^«)=('"(''+V'K)+v(*'J+...^ . 

oit J!*,, âs'^ . . . «'y Boat détermiaés pur les équations: 

•■ e(*',)=o, s(xg=o, G(.T',)=o...o(n) = o (15) 

00?,) = 0, H;!^) = 0, fj(,f J = 0 . . . OCV^) = 0 (16) 

6(c,) = 0, efr j = 0, 0(r,) = 0 . . . e(c,) = 0 (17) 

Désignons maintcuaut ia ionction .v par 0,(x), il est clair qu'on aura'^anssi 
6,(4f0 = 0, 0,0?*) = 0, ôj(c*) = 0, 
pourvu que . . . o^^ soient iMtenBloèl pw les éfuttons (16) et (17). 

On MU éaut 

= (»— ««^x»— «'«K'— ^i) - • (« — *V) 
>f(»— i?J(*— « ...(*— /ï^) 

En divisant fé^ation 9^(x) = 0 par le produit 

,9,X-»--i^,) • • ■ C^" ,V.)(*— • ■ ■ 
oa aura une équation du degré y dont les différentes racines sont les quantités 

Dans ce qui précède il faut remarquer que si plusieurs des quantités 
?it §t e^- sont égales, p. «x. si 

oa «nra, an lien des éqoaltou . 

oeUes-d 

W=o, o.(p,)=o,ft»,(^»)=xO.. •<*-»>(i?,)=o. 

La même cliose • lieu, si qaelqQeBHmos d«s quantités «j, «^..i»^ sont 
égales entre elles. 

Ayant ainsi ilôtermiiié les quantités x'^, .r',^, x\...x^, en fonctions de 
c^, c,, r, . . . tv, il est clair qu'on peut regarder ces quantités comme des va- 
riables et déterminées par les équations (13) et (14). Les quantités j;^ jr,...x^ 
Menneat ak»m indépentote» et , ^, • ■ • ^r'^ des finetioas de ses «ariablea. 



Digitized by Google 



t 



71 . 

Application de la théorie préeiêente. 
Je Tili mfaileMit édttrebr 1a tiMorie préeéiente par plaslem exemples. 

Squ o=«+«iaf- 

Dm* «e eM en a m=l et p«r cMnéfaent réqvitloM ^ devient.. 

0 = y = «-j-«,,+«^«*+ l-a,^^*** . . . . (i^ 

d'où roA lire en différentiant 

^dP^ r — , • 

En désignant donc ^f/r par t//(jr), l'équation (7) devient 



Comme le nombre des i|iiantiti's x,, x^, ar, et celai de ceUes-d 

a, a, , a, ... 0,^1 est le même, toutes les qnautités ar, sont des va- 
riables indépendantes. 

De l'équation que nous varans de trouver, ea peut déMr» denx fiimleni 
^ aenmt tae grande niilhé dnns een recherehen. 

Soit d'nlerd y ^ m num 

Le fonnnlè (SO) devleadn donc 
en fidnnnt pmr abréger 

lUntefisnt le premier neadire de réfutlen OBI) pent n'exprimer pu nne 
finellnn ntlmuielle et entière den qnantftés ... «r»_i. En dén^nant 

donc cette fonetion pir-^- Q^u U clair fn'on nnm 
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Or |pj = a:^-f ar,-|-ar, + + — I^i».» . 

Lt loMlion le coatieift dons qae It variable «u-i' Qft «m par 



81 l'ai m 



oa 



Si cette éqoation d»4eal iUvMire; or dans ce eas m a 

donc si l*OB flrit 

/ = (r, — «X»,— a) . . . («w— a)=(— l)^a+«.«-|-«,«»4. . . , «i^m-» -H»-)» 

on aura 

/» (*)_— JL= t. 

]>tts réqnaaiw (90) la fDncllon ^ cat ea gMal me Ibaelieo logarith- 
Biique et algébr^pie, noiaon feat tonjours établir de telles relatioas entre les 
^nfftés r , cta que cette quuitité devteaae égidè à aéro. 

£n effet soit 

0=i>+<Jjar+d^«* 4- ... 4- «j(a4-Ojar-f-a,a:*-j- . , . b^ix""' -}-*")=#; 
on aura en différentiant 
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dune 

et t/ (4r J -f- xiixj H- . . . + tf (x») = 
ç étaot en général une fonctioo entière qui s'évanouit lorsque le degré de a est 
nabidre qne celui de «j. Dans ce cas on a donc 

V(*,)+lK*,)-- • + = (85) 

Lca qoanCttés âr, . . . jt. aont liées entre elles par les éi|natk»s 

• *.••*. / 

on Ton n lait foor abréger 

« , (P(x) et — + . . . + «^iJ^) = A*)- 

En faisant dans l'équation (HH) x^—x'^, x^^ii^^ ete. on aura 

+ + ...-!- v (r.) J + «'(r-^) -f- . . . + «if^g. 

Danis cette équation on peut regarder <), tV^ cte. comme des variables; par 
conséquent ou peut ret^urder .r^, .r^, .r^ . . . couiuie des variables todépeudanteSy 
^ iaire en ssrte que^ vi^-) = 0, ^{x'^^i) — 0 ... . = ^ 

On aura donc la fonsnle 

v(*J+v(*.)H +tp(*j=t<4f,)+v(*'^-|-....+iK«'*.) • 

Soit par exemple «=1, «|=«, on avm ^df)sss y^=logx. 
0 = d + «or 4- 4- . . . -f- «^..x/* -f;- 

donc $i Ton lait «',s«',s...ss«'m.i = l, on aura 

par conséquent 

•og K) + *og{arJ 4- . . .-J- log =i log (j-, .J^,.*, . . . x^,), 

comme on sait 

Soit Maintenant « ss 1, s 1 -f- 4:*, on anra 

«(x) = are.lang(4r)i 

Tuiu KCond. 
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0=.!+rf,*,+(l+a*J.(«+jf,)^ 

0=d4-*,*,+ (1 4- ^,)» 

arc. Ig. (^,) -j- arc. tg. (a;,) + arc. tg. (x,) — C; 

droc * jr^-l-x^+^s— .a:,.x, = <î 1 

Soi^ pour détonaner C; ^,=3:'^, jj=— jr'^, jr,=x',, on aim 
Des deux dciniièf«s éqnatioBB on tire, en éUmlnmt jC^ 

or les é^sitions (2i>.) donçunt 

doDC ca oabstltiuiBt m wan 

»e.tg, tg. tg. (*.)=««. tg. • 



Pour* tramer h valeur de dif, il ùnt, aelon ee ^'w a va» exprimer en 
feMUoM de ft, . . . des fonctions syaiétilfnes de x^, jr, . .»«w de la fwnie 

mia eoBime eela est en général frèa kborieax par tea aiétiiodea ordianirea» je 
vai» développer quelques fomulcs qoi sont d'nne grante utilité daaa ces ra- 
«kcrcbes, et qu'on peut déduire de la théorie précédent*'. 

Soit dans ce qui précède une fonction rationnelle on aura m = 1, 

et par conséquent 

dTtt fm ttoem en dffférentlimt 

l'équation (20) dcvicuJra 
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+ 

Gela po»^ Mit 

« ^ + log («— d), 

00 aura 

? = + K) + •••+<; (-T..) 
+ :i:A log (x, — — à) (X,— d) . . . (^.— ()). 

La qnaotilé + ■ . • + v (-^.) est me fonistioa Bymétrlqae de 

'if «f.aw; on |ie«t donc exprimer cette fonction par une fimction ra- 
tionnelle de a^, . . . Soit p cette fonction. La quantité — — d) 

.. .(«N — cnt la Béne chose que ( — 1)". ; on aura donc 

9 =P + ^^(log(p((J) —logo.), 

d'oà Ton tire 
on aura aussi 

donc e,= î^+'Ç^'. + ...+ ^^ 

or .^^85. SE donc 

Le aiipie -f- a lien, ai ms n, et le signe ai ni<ii. 
SI l'on fait m SB 0, on aura 

iO* 



Digitized by Google 



76 

De l'équation (2C) uu tin' aisinicnt celle-ci 
Elu faisant fx=i, ou aura y>x=:x, donc 

doue 

n soit de . là que 
ri M eM noiadce que » — 1 ; 



que 



et que 



' — + ~ H- . . . + -L (29) 

9*j 9'x, ' ç'x. a. ^ ' 



SI Fou m fr=z ,»amp = o, A= 1, dose 
De cette u^atiou oo déduira en diférentiant m foin de snHe |Mr npport à â: 

, , , F(s,y _ 1 *"(^) 

ou bien en tli vLloii|)ant le necuad membre do cette équation 

. ^ . IS^^ 1.2.8... («•-«) (rf8)- (rf6)»-- ij 

Par exemple, si m si, on aura 
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Sur U$ fuuHttu ^énénOHtes et leurt ^ermbuateg. 



k3uit q>{Xf jf, z...) une fonction «quelconque de plusieurs variables x^y^z.,,, 
on pent toajmrs trouver «ne fonction f{Hy y . . •) telle que 

VC*» y» *...)= yi*""'*''»''"./tir, V, p...).fbi dv dp (i) 

Dans cette éfntloB J'appellerai 9 U fonction *g;ènér«Mce de ^ et / la 
déteminaiite de ^ et Je ferai «aage dea «ignificatiom suivaiitM: 

jr> «.-.)=M«. • Oi ...... 

fX'h V,p..)= ff'! ( r, //•...)( ' ' ' 
Cela posùj considérons d'abord les lonctions d'une seule variable, et soit 

tfx =Jd'*.fi}.dv (3) 

•» "» y^=/37 /'"i 

Soit de Ménie ^^x=^^/^9,dv, 

on anra y* 4- Vi^^ = f^{fv-{-f^dt>\ 

donc D(? X + y 1^) = /"p -)- /*, w ; 

or fv = J9ff X, = D(f>^x, 

donc Z)(çx -f- tfi') = 4" 

On aura eu général: 
D{ffx -f + 4- + . . .) = DifX 4- Z>(p^x 4- Dff ^x 4- 4- . . . (5) 

donc anaai 

fffiafv) = affffv\ 

En mettant 4:4- « au lieu de x, on aura 

if(.T-\-it) = Jff^.tT'.fvdr) 
donc /)ç(x4"«) ~ <' "•'O'f.a? 1 rt»k 



9 
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En diflérentiaot iï^uation (~*) on aura: 

donc ^(^) = «/v = 

De la même manière ou aura « n diilt ri iitiaot l'é^uatioa (5) m fuis de imite: 
doue: l»(.^)=o^./vs«^.l».fx 

De mémç: 

En prenant b différence finie de rétpiatien (3) » foin de onKe» oo non: 

en désignant par a la différence :r; 
donc: Z> . = 1 )"/"'" 

Z>. J^) = 1 )-"•/>' I 
/i7((^"— 1)-"A')= -«"y-rj 
On trottvem entièranent de la mène manière: 



Soit en général 

iKçct)«^^.±S^ + A>..i!^ + (U) 

on aura 

Soit 4.^.t^c' = -f ^i.vr .î'-'. + . . .= V(*') • • . ' (*^) 

i>(d^) = ^(v)./osV'(v).i>9i« (16) 



Soit do mémo lH^i9dr)s^,(«).l>çxx 
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on trouvera dément: 
0t ea général 

4oDC aussi i>(d"çx) = (xf r)". DifX 

/>(tr«3,"'«î,-» .. . fî,„""V.r)=(i;*')".( If-, /')-.. (^.,t))->. . .{^p^v)y.D<fx^ 

/KM" (V'i'')"' • • • ( V)""-^-'»-^) = • • • 



AppUeniion 4e Im théorie précédente, 

La tkéorie précédente des fonctions génératrices est très ftoondé ponr le 
djérdoppOBCiit des fonctions en séries. 

SapposouB par exemple ^*on veut développer ^(jr-j-K) snlrant les oooffi' 
eieas différentiels de ^x» 

Ls déteminante de ^(x-f-a) est ^«^./V, et celle de ^^ -=.t^.fv. Il 
s*agtt doue seolenient de développer if* en ternes de la forme A^.^', or on a 

•••=»+•'"+;.»<•* + .."î-v' + ■ • • +r.-,:b:; «■+- 

donc 

Rn prenant la fonctioe génératrice de cha^e membre de cette éqimtioa, on 
aura, ea reoiarquant que 

fg^T^M + «) et fs{^M = ^» 

comme on sait 

Snppossas en général qn'oo ait me relation quelconque entra pheienis 

fonctions de la forme; ■ • t^tc. composée de termes do la forme 

et désignons cette relation par 

-A-.,-. •••>-(V»)" (f^',)"' • • • (V"/.)"/' = 0 W 

En mnltipli^nt par fv et prenant la fonction génératrice*, on aura 



80 . 

Cette «quAttoB cx]iri]Mn vne nlatloii générale eatre les dUTérentes opé- 

itfons Indiquées ji.u les lettres ^t^^, 

Problème 1. Soit dy;r = ç{a:+«x)-j-c(;px, et proposeiss Mus de déve- 
lopper ô*ifx en tenneK (?c h forme A^.<f{x-\-inu). 

La déterminante de 9(^4-») étant et celle de fpa^ H est 

clair que 

ayant de ndoM il^^^r-f-SM) = «*^:/«^ il lant développer (rf^ + af siilrast 
les paisssnoes de «r*; 
or CMi a 

doue d*v«=tf-;9«+«.rf-*.^*+<i) + ^i^rfi-*.y(*+f«)+... 
doue 

En lUsnt « = — 1, «s a d>v = JJipst, 

donc 

Prohihne W. So\l SifX = ^(x^\-u)-\.a(fx, + et 

proposons nous d'exprimer l'opération à"^ par rf". 

On a Ud'^x = (c""-}-*!)-./"*', Dô'*^(fT = 4- w^)" ./V. 

n but donc exprimer (e^ •-}-",)" termes de ia forme Aj(/^"-^a)*, 

Soit ^< + a, =y, -|- a=s=;^ on sera 

donc ^ = Oj4-(i— «)" 

y'=(«.H-(«-«r)" 
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Soit par exemple «1=0, on a 



Eb &iMirt «^ssOi, 00 «mt d"if>»s9(f +7i»), doue 

?(*+«») = M*.*^* + 2^ — . . . 

■l «=—1, «B mca 

Proùleme IIL Soit dy* = a) — og^r et â,^ s=e9»+k^ 
•t proposons nous de déterminer ê^' par d. 

On e Z)(ï,qpjr = (r+ . fv, 

Di(fX=.d"' — û; 
tt but donc développer {c-\-kvY.fv saivant les 
Soit e^kv^y^ ^ — «=j, on aura 

• »=*+4«««+-r{T-* y+l ^— •) 

r = + ^ log.+ 4 (-f - J. + . . 21 _ . ..)]-«,4.> 

Sott e=0, a=l, ou aura d^'ifx-= ; 

«n Muai nsl, oe ann 

Problème IV. Développer la fonctioa v(«4-a) en tentes de h fonw 

ii55 

11 
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On a Dif iz+u) = e"'.fv etD. x= , v\fv. 

Il s'agit donc de développer e^* suivant km pniMaMM d« v.ef'. OroAt 
(Legeodre £x. de cale, int T. 2. p. 25 i): 

8«4t ése*t essêP, on «u« tt=a, doue 

1 -f.«. w*»4. a(« — 2^*) -^-j }-«(«— Sjî)". ^ 1- etc. 

donc 

• i.t.s...» • d:> ^ + 

Eu posant x=:0^ et écrivant ensuite x an lieu de «, on anra: 

Soit <fx = a-, on a <f>{x-\-n^) = + »J*)"» 

donc 7 = «) . . . («— 

et par suite: 

^ m(m-I)(m-2)...(m-«^l) + • • • 

Soit 9«sslogar, <Mi aan 9(x+iqS)^log(«+i^; 

donc 

l.g,x+«, = ..,. + _î^ + .,-^. l^ + t.^. (^,1;)' + ... 

Soit .rrzz:!, on aura 

c. +«) = ^ + 4. ■ ^ + 4 ■ ■ (^f )'+ • • • 

Soit cckS^, oo «an 



Digitized by Google 



9ft 

FrùUèmê V. Dévelopiier Jgfpx mlvuit les pvisMMM de m. 

4*00 l'oB tire en pireiittit It fonetîou génératrice 

Soit . /i?(iog(«"'— 1)./V) = (>çpar, 

on aura 

/i^((log(e"—l ))•./*!;) = <ÎV*; 
doDC .^«'çx = y a: + n<î(y X + . d*(fx -f- - .d*<fx . . . 

Pour déterminer »Ï7.r il fnnt dt vrioiiprr la quantité log {e"" — 1). 

Oo a log(««'—l)=log(e'"(l—e^«)) — — ^e-*"—. 

donc 

à^xz=ztt , — — «) — ^<f{x — 2«) — ^if{x — 3o) — ^f{x — 4a) — ... 

El différentiant cette ei|ffemlfNi par rapport à a» on êmi 
é{à^) ss: da -f «f^—a) 9<(y— Sa) -f- ^'(x— S») + . . .) 
Sott 



<m aura 



donc 



D^x + Df{x — «) -j- D(p{x — 2tt) -}-...= DâttpXi 
Dd,H=c = ^ = (1 + (e^' - 1)-) . ; 



donc ^i^jr = ç! j -f- . i.r^tfx-y 

donc ^, qp'x = • j: -\- J„' ' v'jr ; 

et ^x^sz.a.q^x^J'éuS^'x. 

Si Ton Tant exprimer d^x par i] fimt développer log (^—1) avi- 
vant lea puiaaaiMica de On aura: 

Il * 
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en pamt donc 

log (a.» -f- ^ . tJ« 4- . . . ) =log V 4- log« + o.i<j»4* «'^a**' + • • • 
OD aura: 

<)ç.x = (g (log /\/>)-|-Iog;o.yx-^-a.rf,f/'x-f-«*'-^«9'-»^ + o*--^»?>**+ ••• 
Problème Vi. Développer suivant les puii>^auc&s de n. 

Ona J»(i^)=»^./»=/î»(l + »kigf»+!^(log»)»+...); 

donc ^^=ya:-l-7i.dy* + ^ ^V^ + y^^*Ç'^ + - «» 

où -r) = 1 0 p; /• .f't>; 

or logî;=^log(l+i)-t-logCl + r)=t»-i-i(»«-^)-fi(«»-i)+... 
donc 

On inirt esqnïnar de pliisiean «ntrea uftiières. Soit pur «xenple 
l0S9r= lof (1 + » — 1) = P — 1 - ^ 1)' 

on am ^<fx = à^lfx — ^^9* + 

où â^tpx — (f'x — <fx. 

FrMème VIL I>évelopper suivant les puissances de ». 

On » î^^§^= «9^^ + ^^Ç^ v»*H- . . .) = «».1f«> 

donc Z^v-* = (l + ,^ + ...)/»= (1 H- 

i>^= /i» (l + + 

donc î^!lg£) = ir' (yx -f w^yx + ^ + J*?"* H- • • 

où D.d^j^ss log (1 -f ?') = *' — ï + i — • 

donc fifx^tp'x — ^ y"*-!-^ — ... 



On n i>.^p(jf+ = 

donc /) . ç(ar -j- «1^— 1) = «'^ v ^ ' . /> 

et i>.f<*— «K— l) = «^'^-'./V, 
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M rua tire 



Or «■ a, eonme en sait, 

^ = cos (frr) — cos {2" -f i:08 (3aï) — • • » 
donc en multipliant par fv et prcnaiit i:i foninion jiénératrice : 

9(jf+av'— + tt|/ — i) 9(.r+2av/— l)+9(j— Zaty/— 1) 

2 2 

+ fix-^lkt) + 9(jr —Sa) — f («+ 4«) — vCt- 4«) 
-|-etc. 



Sapposons q«'on ak 

m=St\r,t)dt (21) 

et adt — DIkpXt 

M mn d'après la définitloa de la défenainante 

d(fX = f(f", vr .fv.dr 
C*cat4b-dire dtpx = f^'.fvdv .JHi\t).dt =fdt./er',fp,f(v/).é» 

Cela posé, aoU fv . fl'\f) = D . â^tpx, 

on aura ù^(^x = J(f^. fv . f{t\t)dv ; 

donc â<fx— fdt.â,tfx (22) 

or on a D.d<fx=J'D.âi^x.dt; 
doae ' D.fdl.di^^x=fD,dxff».dt\ 

Ces éifnaiioBa peoveat amir à expriaier digp» par vae aatre opërath» 9^ an 
aMyea d'nae tntégrale définie. 
Oa a par czeaqtle 

donc ea preaaat la foaetfoa génératartoe 
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On a . — î e'.r**'. -JL_ « f 

c'est-à-dire 

Br iiidtl[^1iBat pw et prenuit U fonettok génératrice^ on aura ei n- 



dune en {Usait a 0 ,et s — ^ 

4ane en dillérentiant par rapport à « et mettant — o à la place de «, 

— tt(f,'x -f- «V^f — n*tf."x -f . . . =y^° «' ; 
en multipliaat par «/a et intéi^iaiii on mra: 

Bn Usant a sO» on aura Cs=— f^,^-. 



et loiafne « = 1 

+ - . . . h (-^ + 0 -f 

De là il suit (|u"oii aura: 

On a ^-_^=/-e-.* 

donc eu prenant ia tbncUoii ^^V-iicratricp: 
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Un a (Legt'BiIre exerc. d. c. i. T. Il p. 176) 

J, 1+1*— =T'^ 

S«it par exemgle =: m aura 

y^i rf< K 1 

En effet 

Soit 9«s^, M wm CR faisant a<=«.8lB9^ «sssx.oMf^ 
or ^=:j/(a:*4-aV), y=anx taag. (-^), doiic 

Soit par exemple on aura co8^:=}/' t«|î^— 



donc 



M lira 4e là 





«»èç ✓l[x+i/(jf»+a*f«)] 




«è ^ ✓(x*+a«<«) ^ 


di 


✓[*+/(*«+a*<«)] X 1 


J* l+l* * 




.. . jr 


, dMe e=— . (angfp; 




wnç « 

r 







r*ce> »»= .coewy; 
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Soit a=:jr, on aura 

On tnmn «noore cbes M. Lefendre les dent faitégraleB rniviiteB: 

ott aura» en fidamt et prenaiit U fonetioa généretifoe; 

„ Xfl? -i-W*±«> 

Ea lyoatant on aura une troisiène formule 

>i <U ^Kwi//— 1)— y(j— 1) it 



«a hkm «m UlÊaut s=l. 

Soit par exemple 9?ar=s-i-, <— ^r.tangy, on aura 



done 
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Sur guelyme* intégrales définie*. 



O.. vu précédeiBJttent fw 

or (eMfp)r=l4-».logcNi89«f>-Ç> (iogoMÇ))*-!-.. 



(cosç)\co»ji9=14i«Jogcosy4.^((logw>8y)«— y«)4.^((logcosf)»-S9«0^ 

oji on % en fiiMoit finr abroger logcosy=/: 

r(m + 1 ) ~ r(m+i ) r(s)JXm-i) "•" r(5).r(«-«) rn)r(m-ft) 

on aura 
AiMl m «m: 

JL. -Llo«_l-=s/*^ ]ogco«9.rf9 

-L. 6og Y— /' ^tOo«*w9)«~-»'] «<» . 



T«HS HCOOd. 
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En faisant « = a on aura 

n 

r » 

n 

par exemple -~ • log ^ =y]^ dç) . log cos y. 

Soktcosysji^ 01 MradS|iBs — --jè-j^, donc 

En effet on a 



or OH • 



Suit fi« = (log on •on 

/ « loi(l+jt/-l).li.|(l-|<v'-l) 

log(;r+a/K-l)=los^4-log(l+^K-lj=l'^è^ ^ 1 

+ilog (l + ^ t^) =log*+ Jteg (l+ ^ -K-l.arc t«g(^) 

= i log (a* + a*i*)—y—l . arc tang (-^) • 

8oit-^ = ttng7, m son 

log «ri/—!) = log » — log cos^p — l/'— 1 .9 
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donc 

En faisant x = u=-\f oo aura 

On n aassi en «vénérai, en faisant fs=:laugu: 

ff 

f„ * d'^i<fi^ + « tang i/.K— 1) 4- ç(ir— K.tangK.K— l))ss«9»(»-)-a); 
«Urne en fUsant jr=:o= 1, «a «m: . 

Soit a>^ = — ^— - , ou aui a 
ir\ T • ' l+a(l+v/— ltg«)» (co»«)» + a.co8nii + (x/— l.slani» 

+1^—1 ((cos»)^.slnMii+ffaiii(m— »)«)]; 

on Ure de là 

w 

y»r_(c:os«)"^.[cosj;(,'/ fti)<^«+a.coa(«— m)i»J , » S" 
a {m»uy'^ > 7. . coa Â^wtw)* ^ a* X ' T+cû*^ ' 

Soit m=0, on aura 
If 

Soit «8— /i, on aura , 
n 

y** C08i}M.(costt)" + a du— ^ 

0 (co8i/)'*+2aco8 n«.(*^<'8tt)"+a* 
Si par exemple h = 1, on aura 

1+1» /« (M«l»)*(l+2a>+ft» — J„ y'(l+2a)+a*' /(l^) 

Reprc^onn la fomnle 

12* 



f 



Soit n ss: on wra 



li.. _i ' (C08 y)-" COS Çï.l/y 

S«it = 6, oa aura 

JE î_=: /*^' (cos »0) •" cosmô . rfÔ; 

or C08irt=(co8«r-^ (cosO)-'.».ia'64- ''<"-^K^-y-^> (co86r-^^n*0+ 
donc «« fctoint coiissy* -^^ij » 

^, = _ :!!(^ î -ai-^^i-yy _ . . . 

Soit par exemple wi=l, n=4, on aura 
Si l ou tait = 1 — z* on trouvera 



■S" 
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XIV. 

Théorie des Iranscendanles elliptiques. 



CHAFITftl I. 



i. I^oar plus de «iiupltcité je désigoe le radical par yit^ on a donc k 
considérer l'intégrale 

/ Pds 

P désîgtiaut uoe i'oïK-tiun algébrique ratiunnclle de x. On peut* conine on 
atit, déconpoiicr P en plasienrs termes de la forme 

A.x^ et , ^. , 

m étnA m noBbn entier ^deraqnc; Llntégrale propméc /-^^ est dows 
innédiatenest dée«impoBable «d plnsieus antres intégnlcs de Ii Amne 



dx 



Cherchons les rédactions qu'on peut faire avec ces deux Iutégrale8|. 
les coMBidérant i. séparément, et 2. ensemble. 



2. Pour trommr la r«diwti«K géiidfl«l« dont eette intégrale est snseep- 
lible an Moyen ds foncttons àlgébriqoes, il B*agit de tronvw la fonction «Igé- 
brlqne la plus généraln^ dont In dUKrentielIe peut so ddconqioBer en ternes de 

In fonie '^Çf^ \ w npiès «roir intégré In fifféraidelle ninni décomposée, il 
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«at dUr qa^flo obtieadn la relatioa la plm générale ip^m peat obteair eabe 
lea ialégnlea de la feme J*I^f-. 

Or on sait par le cdlcul différentiel qu'en différeotiaiit une fonction qui 
çottHeDi dea radteanii cea laéaieB ndieaiut ae tnwFeat anaal daaa la diflércD- 
tfaOe; il aat donc laipoaaiblA fpib la foaetioa chardiée peat ooaleair d'aalrea 
radicalaa ipe Vit; elle eat d<me de la fora» f^yS), f iéûg- 

finction algébriqae rationaelle de or et de yR. Une (elle fonction 
est, comme on sait , totijonrs réductible à la forme -j- Q]^ ij" et Q dé- 
signant deux fonctionià rationnellos do .r. Or il est clair qu'on peut faire ab- 
straetion du premier terme Q', puiiiqoe Hà différentielle ne contient que des 

quantités rationnelles; on a donc * 

Ea différeatiaat (jVJS, oa voit aa pmrier eoap d*ee«il qve U dlf érai- 
tfeHe emiâeadra «éeeiaairenMat dea tmncs de la lorae , ^i'^,., ai 0 eat 

firactiooBaire ; car supposons que Q contienne un terme ^ y^, on aura ea dif- 

Orqad qae Mit.a^ il eat inpoaaibte 4|ae le coefBcieat de-^ijpdaaarexpica- 

ahni piéoédnile jpalaae devenir ealier, à aïoiaa qae R ne oaaticaae dens en pln- 
alean Ihetaan égaax; «aîa oe eia deit dtre eidn, pnlafa'aleta llalégnle propo* 

ade aérait de la lîinne f-—-^'^ donc; eoaune la différeatiene ae doit 

corUûlir «^ue de» termes di la romif^ , il faut que Q soit une fuuctiou 

algébrique entière de x\ un a du ne 

e = /ïo) + A 1 ) • ^ H- A2) • ^ -f . . . + A») 
' 4 DUTéreatianB anlateaaut la fondieB ivonfde On elrtiendi» 
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JBa substituant ces valeurs dans IVspressîoB do J!» on obiii-nJm: 

4- i 0? + + sa** + 4*x'> ( Aû) + A 1 K + ■ • + À M ■ ) 

M J= v(0) + ç(l).x + ç(2).*« + . . . + q{m—i).jr-' + ^(w).*-, 
Ob ditiendra en développant et comparast les e«eflkieas, U 
gàiéiile 

ç(Jr)===(|^flmp4-î).a4^J)^)^+J,^/,-l)H-0^ 

En faisant succes-sivcnient ;7~0, 1, 2,3. .m, on obtiMiArm tOUtM les 
éfnations qui résultent de l'égalité des deu.\ valeurs de S. 

Quant à U valeur ie », oa troovera n -f- 3 = ai> doue 

n = m — 3. 

S. De ré<[Qaaoa d(gyH) = S. , on tire ca intégrant 
et «m aébslUaHil les valeurs Q 9t é9 S, 

Cette rquation contient la relation la plus ijenerale qu on puisse trouver 

par des fonctioQS algébriques entre plusieurs intégralet» de la * 

eVs* de c cftf équation qu'il faut tirer toutes les rédurttons dont I*'s intr<rrnles d«* 
cette furme sont susceptibles. Le premier membre de cette équation c^t en 

■pY» P désignant aae 

fonction eatière de x, ipd est intégrale par des fonctleat al||ékrlfiea. 
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a. Considéruiis iiiaiiitenniit i (-(jiiation (b). Comnio la ronction innttipiicr 
par y li du second membre doit être entière, il faut qjat m soit égal oa plus 
grand que 3. Il sait de l& qu'il est imposelble de fronrer me relatfoo entre 

les intégrales / * ^ • , Ç-f^f--, P—^^-^ ef que par conséquent ces trois inté- 

pniles snui iirt'tluctibles entre elles par îles fonctions a!i;(' t) i i(|ui s. Si au cou- 
tiairr /// est égal OU plus graml <jue 5, on voit qu'il est nHijours possible de 

réduire Fintégralc J—^^ ^ intégrales de la mémo iorfjio dans lesipclles 

m est moindre ; et il est évident que les seules iiit^;rales irréductibles sont 
les trois suivantes , 

Ces Intégrales smit doue les seules fonctions transcendantes contenues 
dans la fimmile Intégrale J^y^ * ^ ^ fonction entière. 

7. Pour réduire llutégralc J'^^^> faisons dans l'évtttlon (b) 

ç(m) = — 1, et nous aurons 

~vit{m + /11)-' + /t2)-«'+.-.+A"-:»)»"> 

D'après ce qui précède on peut faire 

1) = y(7ii — 2) = . . . = = 0, 

on a duac 

Il reste ù déterminer les coefTicieus 

ç(0), y(2), m* Al), A2) . . . /lw-3). 
Pour cela fidsons dans l'équation (a) /> = 0,/» = 1, . . ./i = m, on ob(ien> 
dm les éqmlions sohrantes aa'nonbre de as -|- 1 : 
9.(0)= rti).«H-iAO)./? 

0 = 4/T4).« + l /t3). r? + 3/Î2) . + I /^l).cï + 2 AO).e 

0 =aAô).«+|/l4).<» + W./H-iAaM+âAi)-* 
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0={m~3)f(m—5)u-^im—l)/{m—A);i-^(m—A)/(m—5)y-\-(7»^^^ 
0=(w-|)A;«-3).^4-(»i-3)/(;«-4)y •^{m-l).f(m—Ô)d+{m—A}^m—ê)9 
0=(»i— 2)/-(»*— 3);4-(w— 4)<ï-f(«— 3)/(j»-^)« 
0= (w- |)/-(,H—3)rî4.(»t— «)/(«— 4)j 
■i~{m—l)f{m—3)f 

en remarqnaut qae qim) = — 1, ^(3) = ^(4) = . . . = (jp(?n — 1) = 0. 

Au moyen des m — 2 dernières f'-ifuntions oti pont déterminer les m — 2 
quantités /"(O). /"(!), .. . f(m — 3), et les trois premières serviront euauite À dé- 
terminer f/.(0;, (^2). 

En éliminant on trouvera: 
A«-8)^ ^4 

' imA}(m4li »• (i«-l)(m-2)(iB-a) 

(m l)(m 4)* (m * «• (m-1X»^X*»^7 *• 



(m-l)(in-2)(m 3)(«i-4) 

(m-I Km-4) 7»« 
2)(m-5)(m-6) ' 



' (m 1Kfn-5) ' »• ^lXm-2Xm 5) ' t» (m-1 )(hi-4Xni4) «» 



(««-lXm-3)(«^S) e» ' (m-l)(m 2; 



_l_ («HX«»^»-|> t6« _. (m-2Xm-})(»i-i) 
~ (■^1X'n-2X»"-4)('«-») ' (iit-lX««^X"»-*X'**) " 

8. Pour exprimer en général le roetTicient f(m — p), faisons f=f^"> 
^•=f"' j/ = é'') /? = é**^ a = é<**. Cela posé, on peut aisément se convaincre 
qae f{m — p) est composé de termes de b (ormte 

^ ' ' (m — 1) (m — *)(»« — *) (m- i')... (m — *(•-»>)(«— AWXw—JH-J) 

^ »(»-»).»(*-*).»(»-»') . . . *(*«"'-**-'».• (r^<*'-«) 
^ F?! » 



Digitized by Google 



où le» quantités k, k', k*, et€, p — 2 î,uivfiit iordie de leur grandeur, de ma- 
nière (jiie A-' > A, A-* > k\ €tc. p — 2 > ^"1 

En donnant avec celte restrîclion foules !ei5 %'aletirs cntiAres anx qnantités 
kj k'fk^ etc. A^'^ et h n toutes tu» valeurs eatières depuis le plus graad nombre 

entier evmfti» dans — 2 jusqu'à p — â et en remarquant que chaque dé- 

aominatiBQr aura n-f-S factenra binonefl» om obtiendra tons les toMen dent 
fi''^'— p) «nt ooapoaé. On a donc 

/ *'+*V *'+*'\ / *<»u*(»-'>V *<' >-*y« N^ 

/l«i»/=^-j5ïr- (»~l)(»--it)(M~A')(iit-l')...(i»— *C>)(a»-ji+S) . ) w 
X «(*->).«(»'-*).«(*'-*) . . . é(^^-«. ) 

Ayant ainni tramé les quantités /(O), /*(!), /*(£) etc. f(m—9)y on a enaaite 

+ I (e) 

9(2) = AS) + II» + «rm) -h vm ' 

0. Appliquons ce qui précède k un exemple, et proposons nous de ré- 
duire l'intégrale 

J v'R 

On a m — ^nT=m — â=l, donc 

-vii{m+m.x). 

Par les équations précédantes OU 1^ en fiaisaut m = 4 
Cn «nbstitaant oen vatenn daan iea éqnations (e)^ on aura; 

Edt substituaut ct>ti valeurs on aura 
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la Dang le en uk fiBsr=â^Q,]tt valenr d« f{m-^p) le liniilifie 

beauconp, et se réduit à un seul terme. Eh effeV COdubO «(OseODasiODsO, 

et comme = « est la s. ulo fiaantit.' qui a uoe valeur différente de zéro, 
U est clair que tous les termes s'évanouiront Jaiis l'expression de f(m~p), 
excepté ceux dans lesquels on a k~i —k'—k = k"^ / ^ ...=/>— 2— *<")=4. 
Oe a donc * = 5, A* =r 9, h'=i^,... h<') = 4^/ -^6, = 4« + 1 1, d'où 
*= "^4 • Chacune de i es quantités w. A-, h, h»,... /K-) m'a donc qu'ose 
seule vakur, ,1'ou ii suit que f{m—p) nn contient qu'un seul terme. De plus' 
comme on a trouvé /, = 4«H- H, il est clair que toutes les quantités f(m-^) 
^immûnM, excepté celles de la forme /-(m _ 4n— 11), dont la faleor est 

/ ijrt-i (w 7)(iw-ll) . . . (iw-iw-T) gH-a 

«U Uea en mettait n— 3 au lieu de », 

Pour détomiaer 9»(0)» «.(tX il difltii«iier ^atre cas': 

i. ai »i=r4r» «. ai ■i = 4r+i. ai ai = 4r+a; 4 ai ai = 4r-|-9. 
Dana le iweaiier caa a« a; 

«4,._4«J.l)_i_,yi (4r3) (4r-7)...(4r4„+ .->) «-i 

Ea fidaant » = r, ou a 

y (0) =: a./(l), 9(1) = y(£) = a 
Dans le second cas on a: 

fOr^ 4n 4.£) = IV* (^'-^)('*^-«)- •(4>-4«^) a--» 

13* 
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£a faisant n — r, on a: 



Dau le troiflièim cas m t 
En Usant «as»*, on « 



ç(2) = 3«.A3), y(0) = ç(l)=0. 
Dbbs le quÉtritee cas on a: 

/'/4r_4î,4.4i — M4^-4) (4.-8)...(4r-4n^N) 

1) "(47i:2)(V-2)...{4r-4«+«) 

donc /■(!) = /"{S) /"(S) — 0 et ç (0) — ff{î)=z <f{2) — 0. 

11. On a vu que troiii foactionK transcendantes sont nécessaire» pour 

— ^ P étant ODC fonction entière. Donc si Ton 

veut réduire ce aonliret U en résultera nëccasairenieBt certaines relations entre 

les ({(aantités a, j9; d; «. Si l'on vent par exemple fne J-^^ Mit inté- 

pable alg<iifiqpmnen^ on 4oit Ure 9(0) s= 9(1) = 9(8) s 0^ M il résnlten 

entre les cinq quanti té.s «, fi, y, â, trois relations fn lesfnelles on en peut 
déterminer trois par 1. > denx antfea. Déterminons par exemple a, fi, y, d, « 

4e manière qse ^ - ^g - devienne intégmblp algâMfnemcnt. 

Oa n vu précédemment que dans ce cas 

qnuitités doivent être égalées à zéro, on Inmvem: 

„ 5 ^ 1 9& 

« . -j. 
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iiOM^ kmupie R a cette valeur, on a ' : . 

— (A-è-*-44*^-^'- ; 

En fttaait ^=4 et «=5, oa «ktiemin 



«fa Mmtéemle f— 



(.r— v'/ï 

12. Pour réduire cette intégrale il faui, d après ce qu'oit a vu precédenw 
nent, dlfféreotier Q^R en soppesnat Q fractioiuiBfre. Falmms dTabord 

d'où on déduit en dîfférentiant 

^ (j:-û)« (jr-«)» (x-fl)« ■•• (M)» 

Pour rendre les calcaU plus faciles, faison» 

n — «+ 'r-f ; .r'-f- Jar'+/y»= «' + -, 'f »" — a) + r(x— af + a)»-f * '(jr— «)«. 

Pour d»'t«'i uiiiier a', j^', y', «î', mettons T-f-« au li<*« (le et nous aurons: 

o' ^>x 4- y'ar* + d'ar* + * 'a:* = a -f -\-a)-^ y(ar 4- «) ' -f- -j- a)* 4- * (x-f- a)*. 

On tire de lA 

ss a + + r** + '«^ H- ««^ 

*' = '■ 

Eu ditlercutiant // «tu autu 

dR — fi'-i- — «) 4- 5à'(x — a}* + 4* '(or — «)». 
Miuiilewuit b différentielle de Q^R 



(loue en suliHtitnant les valeurs» de B, Q, dR et dQ en Diitieadra : 



VA 
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Supposons: 

'5= v'(0)4- v'(i)(^-.^H-'/'t2)(*~«)' + +• • • + 

Cela posé^-M^.iilitâeattra aisément 

9'(2)= l'Mli) 

«(!»)=— i)v<i»—i)-/n;»—iMi')—r!p.v<p+i)) 

Faisons 

Ç'(0)+v'(l).(jr— «)-i-v'(2)-(*^)'=9(0)+9(l>«r+9P{2)-*'. 
nous aurons 

9»(0)=ç'(Ô)— f?7 ■(l)-f-o'».y'(2) = — *'«'(3)— ^<J^f (2)— (ifl<)'— *'o»). 

<p(2) = «jP'{2) = 6.v(l), 
OU bien, eu substituant les valeurs de â' et 

= id.v (1) } (g) 

IS. Si l'uu multiplie lu valeur de S par , et qu'on prenne ensuite 
rintégrale de chaque membre, on obtieniira en substituant la valeur de Qi 

n est dalr «pe pur cette é^tiOB on peut tuajonn rédnitc llatéyate ^^^^^ . 
si Mm «1= 1 ; w elle mippoM, évidemmeal m>1. J^—^-^ peut donc être 
exprimée les trois iatégrale» J'y^ Jvïï* «/l^ l'intégrale 



■ 

; mais celie-d cal en général abaolmneat tnédne^le. Je dis ea 
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général; car il est possible qu'on pourrait déterminf^r les quantités a, «, j^, 
de la manière qu'elle devient réductible, ce qui a effectiveuieut lien, comme 
n le vem ei>afvès. 

En faisant dans lY-quation (h) = — 1, ;((2) = ;ï(3) = ;((4) . 
= x(f>* — 1) = 0, Oïl oiitiendra 



(0 



14 Pmur déterminer les coeffictens, faisons dans l'ëqaatioB (f) j»s= 

1, ^ 8, ... m, et nous aurons lei^ équations suivantes : 

X(l)= — 1/?'. Vd) — y — ^<J'. V'{3) — 2é'«(4) 
0 = «'.v(l) + li'HZ) + 2/.f'(3) + »rî'v(4) + 3*'v<(5) 
0.=2a'.v(2)-|- 1/(3) -f 3yW(4) + ^'»'V'(5) + 4é'V'(6) 
0 =8«'.v(3)4- î.:?'. v(4) + 4;'W'(5) + J «î'i^(6) -f 5*W (7) 



0 «)a'.V(m— 8)+(«-|XS»,ip(ii,-2)+(«-«),'y(«_l) 

1 =s(m— IK.^tt— 1). 
£n éliminant on tronvera; 

^ («1 1) (m 2) a'« 

Pour ex|Hriaer 1« eoefficient général, lalsoiB H = f(x). Oa tire de là 
Cela posé, om ann en général 

«■(»— jp)=27-^*-^.-^ ^ ^ ^ - - 



la cbaracteristique ^ ayant la même signification que duns l'équatiun (d). 
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Ayant ainsi trouvé ^'(m — on aura ç(0), 91(1), tp{i) par les équation» 
(g) et pai* l'é«|uatioii 

2(l) = -ir(«).'f(l)-^.V(2)-i.^.V(3)-2.^^.V(4) • .(0 

iS. Prenons «»M ewHiifl*yi-*L_. 
On a msS, donc 

/p^='W>/;â^+»(l)./fï+»(*)./-i;ïF +*)/t^ 
Bo substituant oes vdewa, m obtiendra 

v7> 

♦ fm V (*-«)✓/* * 

Si <i = 0, on a 

Pir la fonm ^'on a trouvée pow le» quotités t^l), ^i) etc. Q est 
érideot foe réqaalioii 0) peut tonjooro être employée, ai mm o^sO; nalo 
dna ce cas doTleiit fllnaolre à caoae des coefflelesui infinis. Il faut donc 
considérer ce cas si^pnremenf. Or «* étant =0» on a |(n)=0» donc l'équa- 
tion (h) prend la furme suivnntp. 

oA Ton a mis m-(-l & la place de m. 
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Dans c«tte équatioD od peut ikire m = 1. Donc il e»t dauH ce cas too- 
Jonn passible d'exprimer l'iatégrale J*^^^—g par les trois intégrales 

y*djt fsdx fs*d* 

Posr achever le rMiietiett, fUsons — 1> z((i)=x(2) = x(3) = 

- ete. = 0. Par là on obctendra: 

Eb fidMDt naisteoaiit &iib réqvattott (f) |>ss 1, 8 . . .m» m eètiente 

les équations suivantes: 

0 = y Ml) + /. ,f,(2) + |t5'.i. (3) 4- £*'.V(4) 
0 = «^'.v-W + 2y.v(3) 4- l'I'-'^ (4) H- 3*'.v(5) 



0 = (m— J)(S'i/'(m — 3>-f(»«— sy.vC»»— 2)-(-(»i — J)<J'.if'(m— l)-j-(f»— 2)é'.v(»») 
0 = v('«-2)+(i»~2)/. l)+(m— V H 

De ces éqnatiom oa tfrem es 

1 



^ '~ («-iK^-a)' 

^ («■*X*»4X»4) P'* MX"-») P** 

etc. 

Le eoefficlent général peut s'exprimer de la manière snivante: 

17. L'équation (I') a lieu si «' — 0, c'est-à-dire si u-{-^a-\-ya*-^àii^-^ 
éa* = 0. Il soit de là ^uc x — a est facteur de R. Donc: 

Toac MCMid. 14 
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"Toutes les fois que x-^a est iacteur de ^ on peut exprimer Tinté- 

Dans toat autre cas cela est iai|HMsible» car réqnatioa (h) sappcae 

«>1.'' 

Proposons aons de rédnire ïiaÈéffai»J: (t-mWR * « jétant iacteor 
4e iff. Comme o« a 

1 2 

L'éqaation («<} donne = = - 
et les éqaatioas (g) 

^(0) + idftMi) =- iHf^ 

9(l)=l*.V(l)=^ 

ç(2) = *.V'(l)=ii-. 
£d substituant ces valear«i on obtiendra: 

Sott Jï sas (âf — «x^— «'X* — «•X* — «•) = A*)» 

on aura 

fa = (a— «')(«^a^a— 

En faisant ces imbstitulionR on ntira: 

(x-a) ✓ Jt (a^'X«-«')(«-«'*) * V'* (•-•') («-••) («■•*) V^' 

_l 2 rx^Ar S 

' {a-a'Yfi-a'Yfi-a"') ' J i/JL («-•^«-fl*Xa-«") * 

18. Clierchons maintenant à trower une relation entre des intégrales de 
Povr cela lUsons 

Ëii (lifférentiant, ou voit aisément ^àft la forme la plus générale qa'oo 
poisse donner à est de supposer 
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g— > I I ■■ 

X — 0^ «*, »— .fl^, » — 0" était 1m quatre fiirtean de il. 
Cftn a doae 

on biea ea mbatltaaat les valeors de f-, — ^— s- e(e* troovéea pina haat: 

, /V5(0) , 5-9(1) , 8-9(2) , ft-9(8)N>Trfx ■ / 2e.9(0) . lupÇ!) , a<.9(») , ^ 
^V/'o ^ /'a' ' fa' fa-'JJ V R~ \ fa ' /'«' /'a' ~ /'«" /i/ ✓« 

^^m. ^^fiffij 

Oa a donc 

fa * fu' ' . 7^*^ / 

^(2é««+a«))+i<'(2*a"H-a'c)) + ^•(2*a"+tf'())+^"(2«a*'-Hï«(î)=0, 

On voil par là qv'oa peut faire uae qoelcoaiw dea qnaatitéa Jf etc. ssO. 
Soit par esenple ^=s on ania 



CD ftinaat i<=2((a**— 

et de là ^ = Sf (4** — a*H-d(A'— — 4iX«^-|-tf_af— 
On en déduK 

^(t) ^ ^(0» — «x«^— «•X«*— — «X« + — — 

14* 
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Cette éqnr^tinn contient, coDine on voit, une reUtion entre trois quelcon- 
ques des quatre intégrales 

/ dx r f ^ ' /* " 

dToà il sait qn'oD eii.peiit déterminer deux par les deox autres. 

19. Proposons-nous maintenanf de trotiver 1rs relations qui doivent ex- 
Mer entre les quantités r;(0), v(2) pour que l'expression 

aoit xéAnetlIile k des tatégtdee de la forme f^^^g - 

On voit aisément par ce qui précède que «— « doit étie on liwiear de lï. 
On pe«t doue à canne de l'équation (n) fiire: 

.(0)/^+.(.)./-^+.(e)/-a 

En B-bslituant les valei» i»/^:^ '^ Sif^WS ^ 

du No. 17 ou obtiendra: 



On a donc: . ^ 

l*»./*** 

t(2)4- K»4-^') = o. 

Bn ^lim t-*»* B + B' entre les deux dernières équationfi on aura: 

2é.q>(l)— d.9i(2) = (H d'où V(«) = X '^^^* 
Voilà donc U relation qui doit avoir lieu eatre q<S) et f (1). 
En ftiaaot f (1) e= 0 et 9(0) = 1, on aura 

q<Q = Q, H' = — 1», 1 «") + «')) 



Dodo ea sobatitinnt: 
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/ ds (a-a«)(a-<i«') /* dx , (a'-cXo'-a») r 



• (•+«'-«*-a"')(jr-a){x-a') ' 

Si l'OB ftH 9<0)s«0 et 9(l(^ = 1, OK «m: 

£f(2*(a*— tf')+d(a— o') — («a'*+«'. y) = 0 
4'oà l'on tire 

jj o'(a'-g-fl*-C*) 



(«+(7'-fl»-|I«X«'-«) 



£a Bubstitoanf ces valeurs uu obtiendra: 



. o( a-g'-g*-g"')./'o' ^ 

"* 2(«-(/')(n f fl'-fl-'-a ") (x a')v/Jl 



20. Par ce (jui précède od voit qu'on peut exprimer ^^rg 1^ Cin- 

«*/^- /ïî + 

fu'oa peut expriner de cette manière. .Dane le eae e& «^•a^ = «'4-<^ leé 
dees é^tiens du numéro préeddent deviennent ilInseirM, et aloia e*eet aeale- 
neiit réi|aatieB de nvméro 17 fni pent awir lien. Ban» ee même eae en peut 

trouver vne relatioe entre deux dee IntferaleB i-, — ^^-n: ele. Sevoir en me!- 

tipiiant une des e<|uatiou8 du numéro précédent par a -{-a' — cr* — a" oo 
obtiendra 

ou bien, puisque « — a''=af — «' et — «"ssa* — a, 

/ * d* A f d* »v^B 
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SI. Nom «VMS miDtoàsst épsisé le wajfit de «e dupHre, savoir de fé> 

■^-j^ antant que possible par des fonctions algébriques, et 

nous avons donné des équations par lesquelles on peut avec toute la facilité 
possible réduire une intég^le proposée «quelconque de la forme précédente. 

RepirenmiB les rét^ultats généraux 
I. Lorsque P est me fonctioB algébriqne et entière de x, J *- ^^ - est toojoais 

■« «-««^ fvè- S^- 

est rédac- 

tiUe sut Intégnles y^~^ et à des intégrales de la forme 

/* dx 



07* 

3. LofSfM » — m eqt'sn &ctenr de B, tiatégnie Jl—^^ est réductible 

ma istdgfsles /^--. /-^, mais d.» to«t sirtre ea. cela est 

Isipoaaible. 

4 D e^t . iapossible de trewrer «no relation entre phtriears Intégrales de la 

fonne /I—^ts- >i von x — a est un factear de i7, mais alors on pent trou» 

ver une relation entre trois intégrales de cette forme; sr de plu» a~|-a' = 
<i"-j-«", on peut trouver une relation entre' deux d'elles. 

r». L'intéiarrale /-^^ peut s'iwprinier par deux intéfjrak's de la forme /; — 



dx 



V//S' ^ ' t/(x-fl)i//l 

■X — a étant un facteur de iîî, si non a-\-af=à'-^a*. Le» intégrales 

^-^g- et ^ m coBtnire ne fonvent pas être exprimées de cette manière 

CHAI'iTUE il. 

/Pdx 
■^j^ par dtê fimction» log4urithmipitt. 

St. Dans le chapitre précédent noos avons réduit flntégrale 

pai d(.'s tutii-tions algébriques, et nous avons trouve que son intégration exige 
les quatre foncUons auïnam/^, /y^ elj '^^^^. ^eu 



I 
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général soat irréductibles par des fooctious algébriques. Dans ne ciiupitre noua 
ofaercberoDS Ira relatfons qu'on peut obtoaîr entre cea ^alnse intégrales par 
des feBetfons logartthnlfmis. Poor cela 0 bat tranver la foaettoa legarlduaK 
que la piva générale, dont la dUTérentleile eal déc««p«Mtble en tenMa de la fome 

car en intégrant la différentielle ainsi décompnsée et fsisant usage des rédoc- 
tims dn diapitre préeédest, on obtiendra la relation ta pins générale qu'on 
poisse tronver par des fonctions logsrldiBii(|nes entre les qnatre Intégrsles 

proposées. 

23. On peut se convaincre aisément fne la fonction logaritlusiqne cher* 
cbée doit avoir la forme suivante: 

Pi Qi P'i Q ^ ^t*nA des fiHMtbH» entièreB de « et ^ ^' etc. des coeSi^ 



CoBSidérens m tormo qnsicosfne T= A,\oif{P-^Q^B^ En diffifiren- 



F^WM 

on blOBi en multipliant en bant et en bas par P—QVl^, 

P*-(i»R {P*-H''R)V^ 

€vk ron tire 

Il est aisr »î(; voit iju Du |m lit taire ahstractiôn du premier terme de ilT qui est 
raiiouucl, et qui donne dans la valeur de T le. terme • log — «n 
rctraacbant donc ce terme de T, il restera 

^.iog(i»+i?KJï)-4 iog(/^-jÇiî)=4 ^{^^y 

On peut donc foire . 

liS diilhrentloEe de celte eiqtoasion no contient snenne partie rstionnellè; 
et on aura en dtférentlant: 
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*" — ^ {F^^KiVM {F'^q^MiVM 

Pwr tr4WT«r S*, omaidéraaa 1» terv» 
De là on tii« 

•y— ysi^ss 

Bd dUréKilliMit N=P*—Q^B on ann 

dN^2PdP—2QdQ.R—Q*dli, - 
M PrfiV=: iP*dP—2PQfIQ. R—g*P.dR, 

et ei mbsUtuant pour P* sa valeur Q^ït, 

PdSl — tNdP-^îQ*HdP—2PQR.dQ~'Q^P.dRi 

c'est-à-dire; 

^' dx ~Sit rq.dSM(Pdq-qiii^.M . 

donc: ar=i« ^, N = P' — Q*R. 



2i. Par la valeur qu'on vient de trouver pour 1/, (jh voit que si 

Jf 

ir 



M 

{x — a)" est on diviseur de iV, (* — a)""* tloit être diviseur de Mi doac 



ne pe«t contenir aucnn terme 4e 1« forme ^ , m étant phm grand qœVMté. 

Lch termeb fractionnaiiet» contenus dans lu fonction suut dune tous de la 
forme Si de plna « — s était nn facteor de B, il le serait anaai de P, 



M 

done dans ee cas Jf et auraient a pour ftctenr eommna. Done 

B 

ueut cooteuir aucun terme de la l'orme , x — a étant on foctevr de R, 

Ponr trouver la forme de la partie entière de «apposons fue P est 

an polynôme dn degré m, et da degré ff. 
n fiint difltingnor trois cas 

l.8im>»-|-9; S.aim<»4>2; 3. si m «sf » -|- £. 
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I. SI m>7i -f 2. V ,'<if da degré 2m, ci M il^.degré «.rf .it,-;|>4.«UNU; 

M 

js est tout m pioa da dagré 0| donc la aenle partie enttèie qoi peut y être 
coBleBHe, eat une faanfité oooatante. 

S. aiM<«4-S» /T est 4n àeeiré Sn + il, et JTda degré tà+m + 's, 
diwc ^ eat tout au plus dn degré 0, et par conaéqn'ent la partte èntiéie une 



3. Si msn-f-jZ; N pént dtre d*aD Av^ri qui.lcou^uè moindre qae 2m. 
Soit done if da degré f», on voit que M eat font an pins da degré ^4r»-~l-Hi 

= al non /i=2n+4; car alora Jlf èst dn degi c et ^- dn degré 0. 

jV 

M 

Donc dans ce cjtM, — eat toat au plan du degré i, et 8^ partie entière de la 
forme lix B". 

De ce qni précède il «ait gae est tvujon» de la forme 

/V ""T" 1- i- -f- ^ — -h . . . 
jf— a, :r — a', x - a", . . . n'étaat point des fectenrs de R. 

Do U il soit que l'int^;raie J-y^ est absolument irrédnctililo dans tons 
leo eaa; dlle eon^tne done une flmetion' transoendante partienUète.. D'après 
la valenr de •£ Il eat aiaé de coaelnre que ~- a la mène fimno. 



ir ^"^ dT 

Soit donc 



d'où \ 

Voilà done. la relation la plan générale qu'on pnisse tmnver entre les in> 
tégrales proposées. 

2a. Pour appliquer Féqnation précédente» je vils résoudre les cinq pro> 
Iilèmes snivants: 

I. Eiprinwr les dons intégrales J'-^ et J^^J^ pw le pbu petit 
noadm pomiblo drint^pales de la ''^^^y^^^^ ' 
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2. Réduire l'iatégnle J-^^g «a pfais petit aonbn poulUe dlntéjpnles 
— — P étant «M fonction dsélwifne fractlouMiro do et 

y» 
: — : — TK-' 
(*-«).✓« 

5. (^el est le nomlire le plus petit d'int^;rdes eUî|rtiqaes entre leequel- 

les on peat trouver uoe relation. 

4. Trouver toutes les intégrales de la forme J'Jtït^^é* qui sont inté> 

grables par dos iogatithmes. 

fik Trouver tontes les intégrales do in fonno J*—^——qA pewront n'es* 

priner par les Intégrale» ^^'^ t <. J*^^ &u moyen des lognriduncs. 

Problème f. 

S^fHmmr timtégral» J*^*'^''^ 9» 1^ namtnrêHÊUt d^kit^nin à$ tajénmt 



2& Soient P, Q, i", .. . P<f\ Qff^ raspoetivenkent dn degré 

IN, «, m'y »', m", n', ... wt""*, n(''\ ces quantités contiennent -{-w'-j-n' . . . 

mi'^ -\- n^'') -{-r -\- i coefficiens indéterminés. De plus les coeffîciens 
A',...A^''i sont au nomlire de r-}- I. On ;i donc eu tout m-^H-^tKf-^nf . * > 
mf') -f- + 2'" -|- 2 =^ a' eoelFiciPTis iudetermincs. 
buppuiions que àca cjuautitéi» 7/<, m* . . . wt*''^ on a 

«aa « -I- 2, m' = »' -f- 2, etc. «CP-») =s«(^-*)-|- £ 
m« > JÉÛ») 4- «»(H-«>>ii(H4) + 2 etc. «O^r-iJ > «fi^-i) + 2 

«'HT) <»<rtr> + 2. etc. aiW < irf*) + «. 
n soit de là ^e 

N est dn degré 2m 

.J¥* 2wi' 

JIJ'' 2m' 

Nlr*y . . . . 2ni<»-«) 
, 2m00 
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I^-^) est du degré 2»ifr^-*) 

2WW^ «i«û^>+4 

IWKf'+O f)i^+t)^.4 

M") lfi(0.+ 4. 



De li M voit qne 



OÙ r = 2«« -f 2m' H- 2wf 4- . . . -h 2m''+' + 2«*'^') + 2»^'^'' +') +...+. 2ii<'-' 

4- 4(r — /» — /?'+!) etr'<».. 

Puisqu on a a' cœflicieaB indétermioéti, on peut faire en sorte que S de* 
vieujie de la forme: 

ir et Ir' 4teM ^konqnee. 

Or peut donc exprimer ^StlL^f. par v — a-\-Z intégraleB de la torme 

fl ùm naioteaMt déteniher n, m', n' etc. et r de anièfe que la 
fDntilé 9 — s'+S devieeiie «osai petite qde peeeiJile. 

_)_ mO») 4- «d») + «OH-i) -1- «fH*) -I- . . . -I- «(') + fr+«. 

— _ tgfHT**) — — «W 

4_ 4- nWr**>+ + »W 

4.4(r— l)-2r+£;,. 

Oa voit sans peine que cette expression de\neut la plas petite, en 
Tiui^aat p' = 0 et rz=zp — 1. On obtiendra donc v — a' -j- 2 = 2^ r restant 
aritilvdie. 

«S* 
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Il suit de là qu'on peut fttoCî " 

Ëo multipliant par et iutégraui, on aura 

87. Comme r est «lUtialio, il eot le pks «teplo de ftira rsO ce 
4|id donne 

De plus, eomiae m est aiittraire» soit x— 0» ffo* ms=ji4>£aS. 
FsisoiiB done 

/»=/•+/•(«>. ;i: + /t') . x', et Ip = 1 ; 
ou wm Ift^rzF^—Q'H^if+n'^.x+fW.xy^Ii, 

SoH N=D-^B^x + D^, 

OM tm 

De ces équations on tire = f^^^ = • 
On a (le p''"^ 

Oa tbe de tt C ^UJl^*^ — AD^ 

Donc 

y a;^:?^;?^ — A ^ 

rsn a &tt pour aliréger 
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Soit -&- = *> et ^'«^»~^'^^ =*. 



On ana ea sniwtitaaDt les valMrs de C„ et A| 



/>, ~ 2 * z», ~T' /{')•+ 2 jfc«)-*Y 
En snbstitaaBt le« valeurs de /*(') et de on en tifctn 

CoBMitfsaBt f on anni 

Soit maintenaot 
on obtiendra: 

^ et^t la rédnctkn dbniandée. 

28. Appliquons cette éqostiOR «oÙonAsO etJKi 
Dans ce cas on aura 
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où I on trouvera 



valevra ra obtient 



= (C + UVK)f^-^ + (C - HVK)J-^^^^ 



1 T^'^ïTT 



». 4t / 0»— «a» ^ 

119. n fvH ctMiMver aéfncoieat tes cas dans lesquels qaelqaeBHUW des 
ooelicieu» X; ^ MeuMiitiHfHis. 
' SI il, =0^ 01 aura 

if c-f c,j +fv ^ £i£L=^^j- .P'i 

■y ïnTo^x ^ ^+/>,jf 
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«• tramen de |dtt 

D'après la v ah ur «le — il sait qu'on a 

/ {k + ka)dx _ f *' ^ fy i.^ 1 /• 



4- •^•>og{- 



SI l'on lait i^Q, ÂT^ii, on anre 



+ î^. ZT^Ï^ ITT 
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Ob a doBC la relation suivante entre les coetTicieDs «, ^, fy t 
30. Dans ce qui précède nous avons réduit -==- à la forme , 

On pMt auMi le 'fiitoe de 1a nanière sairant» 

Soit J> = (p +9»+ r«^+r»+«^ 



ou bien 

Soit i»r= (/4.^*+a:»)(/)+i?,*-f-z»^«), 

«D anura D sf^'— 

Or ir=^(/>.^_27?.^); 

donc i^/= Aip +v (/-■ ^ - 2(/'4-î*+'*').^) 

c'est-à-dire 

31 — A{p'-^ qx 4- a, *)( f\i 4- 2/>.c + 3/"dJr» -|- 4/>a:' — 2{/* + yj: + rj:')(^y-i-^jr). 
Sott Jf = (/+ q'x-\-a*){C-\- +C^-1- C^), 

on ea tirera C s A{f^i—ifpq') 

^,ss^4/<— 4/»-)=:0 A canae de r=«. 
PuiMiae C;=0^ oa voit ^11 est iaipoasibJe de rédoire llatégnilcy*^^^^^ 
de cette aiaidère, mais eonmie ffuUL devient arbitraire en pevt le détemi- 

/>j_ 
aoit réductible k nue aenle intégrale de la fomie 

Pour eela ftlsoaa D-^D^ r -j- D^r* 
d'où il soit que D\ = ADD^ 

En sabatitnant lea valenra de D^, on obtiendra 
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c*est-44ire 

V) — AW— V— ^•»*) + f*— 4fw = 0. 
Cette éqoatioD aenin à détenuiiier /; Coanaimiit / od am amai 

ùi, et a. 

Comme M doit t^tre divisible par x — a, soit 

C + C;*- -f = (x—a){k-{-kx) ; 

de I& CD tire 

et en éfimtnaot les quantités kttk 

savoir C;«* -j- 6> -f £7=0^ d*o& roa tire la valeur de a, 
savoir 

Oaa 

doic 

M _ jt+t'j £ L. _1±^?^L. 

A' • Z>,(x-fl) — t), "T" /»,(x-a) ' 

If' 

Soit -— = 1, on aura k—D^^ donc D^ = C^; 

oà bien» en aoiiatitaaiit I( s valeurs île ces quantités, 
d'o& l'on tiK 



or d = r^'-f-y} 

doBC i<= /*r'^i » 

Nous avons trouvé A = — ^ donc en aaksâfoaat 

' a 

k = —^ or /î =r;,9' -f- j»>q, 

doM . * ^ p?'-?J!: 

T4NM «ewd. 16 
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Bb mdiilttnaRt cette vilenr dam reqiteadoe de -j^ , on oblieidn 

^«(^'4 — 4p') — p(2qti' — ^ — 4;»'r) -|- — ^pr = 0. 
51. AppU^OBS cette formule au cas où r= i, q' = — 9 et p'—P' 
Oa aura 

Jî= (Il + jr»+ x«)(j»-fx+ «») 

O-Oredelà Z^^^' 

f—ff* JLlZI ^ 

Bh Bobetitimt ici la valeur de et rédoisant on trouvera 
On aura de même 

j_ /'-r _ 1-/' 1 

La valeur de L donne 

En mibetitnaai lee valeors tvonvéee» en obtiendra 

/; .^tt/„r - 



3«. On peut par la supposition de P= /•+ ^<»>x + /(•>*» iddoire Pln- 
tégrale J' de plusieurs autres manières, savoir ea faisant lee rapponitlonn 
suivantes: 
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/I = a -f .*?T + j'x* -f «JtK* 4- *»* 
!. 2V = P* — 72 = %— «)♦. 

S. iV'sP*— i2 = *(x-f-p)(x— a)', x-^ étant ftcteor de IK. 

Le troisième cas est celui que amn avoinB tnlté; «niBMéMNM «Beore 
le ivreniier. « 
On n 

donc f — « = *«• 

Sf'f — (5 = — 4Aa 

Par ces équations oa peut déterminer les cinq quantités k, a, /*, 
nais 00 peut les trouver plus facilement de la manière suivaute. 

Soit « = *.(* — —P')i^—P')' 

Bn «ntalilMnt iann réfpatfam 

ponr jr len nleum j^, |i% F*, on oMendn 

/•+i»r4-;>V = (i'-«)'-K* 
/"+ /'T H- ^ (p* - 

/■+?•/"'+ p"Y" =«*'•(/»•— «r-T'"^ 

f~^p'f -f- /.--y = »•(!»■— a)*Yk. 

i, i' et i" désîîçnatit le double signe 

De la on tire 

ip - P'r -I- (p* —p^hr=({p - «)' - —«n-K*^ 

En dlvbHuit par p—p', on mm 

f.+(p+ ./■• = <y— >',-y— >• v*. 

Ue la même miuiit-re 

le* 
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De ces équations on tire de même 

De la néme manier»» 

' ~V(,^Xj^) (^Xp'-^)^0»-J^Xi»'-i^<7 

D<ne cafft 

(y— «)*• ((p_-^')o.-,K)~" (p-^xp-j^))] 



«m biea 



il 



. 0» Ki»— p'Xi' — j»") (/^ - pKp' —p^yip' —y) f ^ 
ip''-pKp'-ip'){p'-p^) ip"-py(jr-^njr-p^ ) 

«n 

p^ I »y + etc. 

{p-P'XF—fKp-F^) {P'-P)(P''-P''){P'—P^ 

C = I! I *I1 l-etc 

' 0^')0»-j^Xp-i^) ^ (p^Xp'-^Xj^-p*') ^ 

y' ^ I i l_ et(. 

»— (j»-j»'Kj»-p')(p-p"') ^ (;«'-p)(j»'-f)(j»'-r). ^ 
Quant à la valeur de i de t' et de t', on ne peut faire que i = 1, 
P r= — 1, = « |, car dans tout antre cas ou aura = VK ce qoi 
donne « = 0. 

Soit donc i = 1» ^ = — 1 et i' = — 1, on trouvera sans peine 

2 y;>' • Cp' + p") — py • (p +/>') 

' 0>-/»'X/^r')(;''-i^)0''-i^) 
C. =—2. pp'-p'pf' 

• 0»-^)(«*'Xj^)(j'^-ro 



ip-p'){p-p")(j>'-p'Xp'-p") 
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S8. AppUçiow cette équation aux cas snivaDts: 

1. p' — — p,p' = — p». 

2. p'= — p^p'^ —p', 
DiM le prealer cas ov Mira 

■ • 4a' â » 

/ ' — 1, /• = 0. r=pp% a =0. 
Doue A et L sont iallnis. 

Dans le second Qas, on aura 

9—Vpp' 

f» — _ly^pPL^ f* /• ^F /'Viy 

DttM 

et eaio 

On a (x^—p%x*-p'^) = {x-p){T-p>){xJi-p){x-\-j,') 

S«l< = y. et pp' = r, 00 aan: 

P* — «P + »'=<^ 
I» =i» + èV"(f '-^r). F- = 4r) 

I „-c t„ / ✓(y*-4r)VC(x»-t^rX*«-y»r)] \ . 

la même fonnole qii'«a a trowrée pins hanl^ mala ««M aae antre ronne. 

34w Jl est a remarqoar 4|B'on peut tonjann auppaser que P l'a 
fiMtear oomii arcc R\ ear aoil R = R,r et P^P^r^ ea aara: 



Digmzed by Google 



127 

— llflg ^'"^ ^'-"^ ^- rif ' \— 1 loir r ^ gV ^ ^ 

dau laq^Ue «xprewion P>sP>V4-||?*/2' et Q^tP'Qi et il Mt vMUe 
n'a pidiit de laetnin eonummB avec A} donc «te. 

Voilà k laleon par laquelle noua avona trouvé la néau» forande 'ie rédao- 
tlon pour l'intégrale / ''^ , soit en sappesant P fiMtevr de A, aoH non. Néan- 

moins il est utile de supposer i* iacteur de car lus calculii devieoaeBt par 
là pfai» Btnplea. 

Problème II. 
irottvtr in contlilivnH nécv$$aireê pour que 

35. On peut ae convainere «néneat par un ratooanenieat anali^;u à celai 
qa'on a eai^pleyé dans le proMéne prudent, qu'on doit faire 

P — f -\- /■"'.,/■ 4- ,r' -I i„ y.Y-+aj^^» 

n étant un iionihre entier t^uclcouiiue «jui satisfait à lu condition: 

2w + 4 > 7/1. 

ScH |t«^>.ai-~» + . . . + ''-^^ (.r—aXrf—«'Xar— «•)...(*— «<—»J). ^ 

M 

Pour uue — soit réduciililc a la torme: 
N 

K— +.., + / (<-aX^«0(«^-«>')> (*-«(^'^ 
H est clair, selon ce qu'on a vu préoédMunenty qn'wi doit faire 

N=F*—Q^n =-. c(x—ay(.r—(tY(x—a-'y . . . (x—d-^y^^^as . (i) 

Oil 4 =T II J- rr' J- ;;»-(-,,, »J. 

11 s'agit maiuteoaut de satisfaire ù cette ét[uatioa. 
Première métàode, 

36. Supposons que (j?—«)i*(:r—fl')''' . -. (-«■ — a'"''^)»"''"'* 
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on mn 

CK^-|.^).,4.^).,•^ |.^«-4t).^^j|*H4j 

— fO.x + M*).*» + . . . + *")».(«+,îx+y:F' + 

En dé>'eloppant et comparant les cnpfTIi ions nn trouvera l'équatiOM générale: 

En faisant dans cette équation nicCCSsivcmeiit 
p ~0, 1, 2, 3, 1 . ^w^-i on obtiendra 2w-|-5 f'-fiuntinns pt cesin-^Ô 

équations coiiticauciit ies coitdilioitô ijui réiiultent de Téquatiou (1). 

On peut par ces équations déterminer les coeffîviens ^ etc. /*, 
/"<*>, etc. e» fonction de T, c, a', etc. 
' DéteraJiMniB audntenaat ta valenr de gffX 
Em pireuet le legarithne on n: 

+ . .. + log(»— «)+ ^'log(*— «0 + . . . 

done en diffiVentîant 
donc 

, J*"+«4.g<aTf3).jgirf3^....4.g(l).j^g 



-l-etc. 

Le copfnrient de .rf" dans -J- c&t=^(i2L^É^+i^4'...4--i_X 
Donc il est aisé de voir qu'on aura 
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+ ete. 

£■ là]mMtp=(^ 1, 2^ 8 ete. on déterminen alaéiMiit les qnantilte ^i>, 
tte. par ^, et celle-ci çsC égale i ai*.«'»»'.aw*'.,.(<i(«»-»))j*<-^. 

Secmide méthode 

57. Soit/* = /'^, |p = /i^, U = rrv, 
ou aura d'abord, ea iai£aiit j:= a, w, etc. les m éqpnatioiis nuTantes: 

(Fa)* —U„r .'fa =0 
{Ftt'f —{fn-f .iftt' =:0 



lie ce» e(jualiuns on tire: 

=±fa .V{<f a) — i .fa . V \fa) \ 
Fa' = ± fa ' . [ (./ a') — V .fa' . Y (if a') I 



En différentiant la première a — 1 fois, la seconde — 1 fois etc. on 
obtiendra par rapport ;j a des i qualions, ipii de\ipnncnt toutes de la forme : 

On aura des équatima aeadilalilea |iar rapport i «f, a% etc; et e» fiiiaaat dam 
tontes ces éqnatioM ' 

f» = 0, 1,2,3,4.../* 

i>=rO,l,2,«»4.../»' 
T«ae nonid. J^y 
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etc. 

OB «btieiidni les équations ■éeeuairaa poor détenifaier «00, ete. f, 
fW. etc. 

Ces cqoftioDi ont Ftwintage «Tétre Unénim» pir rapport k ei ^\ . 
ft f^*\ etc. ce qnl fiMsilite betneovp It dëlenilnitloii de ces pantitéo. 

'38. n reste BMintennit à troorer les eoeflidens A» A*, Jb", ... etc. et A. 
On a 

M=A.^ ^ 

«t 'If—^ 9 > 

* M—a' * »— ' *— *• * 

et T5^ — 5 g » 



k -f- M').* + AC*>.ar* + . . . + k' -'Kar-^ x" — A (6) 

Es développant le second aernlire on snra aisénest les valcars des coeflictenB 

AW, etc. et A. 

Ces copfTïricns pi*Bvent anssi t'trp (It'tprmînés romme il snit. 

Soit ;i: = 0, 00 aura = 0 et / = /<(o — a') (o — «•) (a — a") . . . etc. 

donc 

k'^mja-if-¥*).i^-{-k^*\a*-\-... + <r——tiA.^ .(a— a')(tf—a*Xfl— «•)••. etc. 

or ^ = ±K(V«) = <;K(9«)Î 

donc Ar-j-M').a-|-iK»)4f»+ . . . +«•=— </i J . j/y .(•— «^«— «•) . . . 
on biea, «tt mvposnnt «s 
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£q mettant au liea de a sacceafiiTenieot a, a', o^, etc. on amra les é^tioas 

soivantes: 

k -f- yt '^.fl +A-<»'.a' -f . . . +A^"^»).a^' =— t>J .K(<r«) • 
* 4- A<»>.n' +^;-».a'« 4- . . . -!-*(—'). a—' -)-«'- =— i'fi'A . Viffa') .tfa' 



Au mu) en de ces é^uatioDS U est aisé de dcterminer etc. par 

A, a, a', o*, etc. 

On trouvera 

M 1 

or *t"^)^/»H-/»' + /i»4.... = 2n-|-4 

= — !•(«' + «■+*•+...)) ( M'<'^> + «) 

— ^.'(a +«•+«• + ...)( ^ + 

— etc. j ^-|- ete. 

40M = (f» + 4)y-»)-î-/i« + /*V + ^V+... 

OB tire de Ift 

■J l /g\ 

5i). Apptitjuoiis c« qui précède an cas où /i = /i' = etc. =: 1. 

Dans cecasona iN = 2}t-(-4. 
Les seules éqoatiOBS qui sont nécessaires dans ce cas, soat les éqnattMW 
(4) et (7). ■ 

Contidémiis d'abord les équations (4) 



On peut «isénent élinnljMr Icn quantités fi^), fi*\ etc. de In amiire nui- 
vnnte: 

17* 
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On a, coffliM OB sait, 

(a— a')(o— a'Kfl — fl") •• ' («'—«X«'— *')••■ (F*—«X«*— ■')•*.. * 

|r étant on nombre entier positif; 
lontqae j»<m — l«tii4-3). 



Donc si Vm mnlliplie In première des équations piiiéoédeatM par , la 



vonde par ' , etc. et qu'on les ;iioiito ensuite, il est aisé de voir nue la 
somme des premiers menibres devient é{ïale à zéro ni p <.n-\-i. On a dinic 
û^^^.fu + i'. ^li^^.f^'+i' . 2:L0^ .fa' + et«.=0 .(») 

Eu faisant dnns cette éqnstion soceessiveisent j» = 0. 1, 2, 3, ... n on olitiendrn 

«t -f- 1 équations par icsquclleii on déterminera les » quatités ^, ^^), etc. 

et on tromreni de plus ta relation qui doit être entre les quantités tt, 
a», «* etc. 

40. Supposons que n = 0. Dans ce cas ou aura 
/•«=:/«'= /rf» = «te. = 1 ; 
donc réqnation préeMeiite devient: 

1 '• •✓(9°' ) . 

(o— a'X«— «'K"— (o'— n)(«'— fl*)(a — fl*) 

Cest b relation qni existe entre les quatre qesntitdn m, of» al*. 
Les équations (4) deviennent: 

f+fi^'i.tf =<'.l/(g««) 

En nniltinliant la première par — ^ — ete. et en ajontant ensuite 

/• f ' I ! 4.etc^ 

' ■ «')(«—«»)(«— a"») * o'(a'— oX«'— o')(«'— «*•) ' / 
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J>e la néme niuiière 

s 'V(9°) _i_ »V(9«') I f'' V(yg*) 
' (a— «'Xa— a') (o'— «)(a'— «*) ' (a«-aK«'— «') ' 

et eamlle 

Coiiiniswnt py\ m ann aîaéMiit la nlmir de ^ par Yèqnêam (8X 
«pi devient deas oe eaa 

A(*>, et ae détcndaeat par les éqnaUeas (7). 

Ott peat aussi déterminer les coefBciens de, la manière suivante. 

Soit R=. (x — p) (x — p') (z — p") (.r — ;*•"), et <lans les équations 
P = y(R -i- C.S), A' = / + -t- + /C*).;e» + ^ =s (aiMos 
x=Pf p'f pff p", on obtiendra 

/•+/'■/"> =Vc.V(^) 

/•+;^./(t)_|-y,.^/>^;=:|/6M/(9;»') 

£a élinlaaat /; /tO et 0 realera réqvafion: 

✓[(y-« ) (;>-« )(/>-«Kp-«")] I [(;»' - «)(;»'-«'K/»'-<i'Xj»'-fl"')] 

qol espilae la relation entre a» «*, a*» 4^, et <pii est plat almple qae celle 

trouvi't- ])liis liant 

II. Supposons maintenant que t» = 2. 
Dans ce cas on peut faire les suppositions suivantes: 

1. _ Q*ft= C.(x—tt) (jr— 

2. i^—j(^Vf = C.(x—«)'(x— «')*■*■ 



= 0 



m 

Dans toos ces cas les équations (7) «levieuneat 

Ar -j- AK'J.a 4- a" = — J.(a — «•) -Kif «) 
* + a^= — A.(a'—a). Vi<pa^), 

M roB tire 

Les autres coeiliciens se déteniUnent par réfution ($). 
Je vais |«s énlocr dans les cas <A n^ssO et nsssl, 

1. Lorsque »s=0^ on peut faire 

a. — R=C.(.r — a) (.v — a')\ 
OU h. P' — R—C. {x—a)\x—a')*. 

a. Si P*~H = r .{x—a) {x~a!)\ 
Dans ce cas l'équation (a) donne 

* A/ (9a') 



«m UeB 



■ çoV(9fl') 
ï ' /(f S') 4 çaV(Ço') 

I V ivw; , ^^^^ -r g çflv(ça') 
et la relation entre att^ devieni 

OU 
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On aara ensaite A par l'éqaation 

. 1 

42. Oft font aiDiil trouver ces éqûtien de la ntanière 

Soit n= («-f»-) J»^ 

■ow aarons 

f^f{i'>,p' ^f(*),p'^=ycy{{p' — a){p'' — a')).ip'—n') 
r+ f<'hp'--i-f^**.p^* = \^C.VHp''—aHp''—a')).{fy~a'). 
ËD éliminant f, et fi*\ on aura enfri' a i t o' la rdation snivaDle: 

(y— o')v/[(p-g)(;»— a')] . «') y l{p'-~n ){p'—a ')} 

(p-p'Kp—p'Kp-p^) ' U''-p){p'—p)ip-p"')^ 

b. SI /^ — i? = C.(x— «)♦{*— «0*- 
Daos fie cas l'équatton (.*>) donne 



= 0. 



Des deux dernières équations on tire 

' — ï- (9«) ~ ï- {a-a')/(ç«') 

£d sabstHnaet ces valeore dans les deux premières, on en tirera 



et 
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Chi • ensuite i: ' 

j 1 • t 

v^(9«) y(ç<»') 

Eb sub&titaant ces valeurs dans les expressions de k et k\ on obtiendra: 

<p a ç a' • ' 

Par ces valeore on a: 

A-fi'x+j» aa' — (a ■t.a')y + + Wx 

(«X»—') ""^ (*-.)(*-a') 

Donc on anra 

«/V'if*) J (x-a)(jr-a') i/(çx) ^ ' ^ V P V(çx) / 

La relation eatre a et a peut aussi s'exprimer de lu manière soivantp: 

(;,-aX/>-a') , (p -a){p'-a') (f n) {j," u ) {]f"-a){j^-a ) _q 

(j'-/''Kp:p')0»-/^) (i'':pKp-i'')(/''-r') {p'-p){i''F)ip'-i^) {p"-p}(jy'-p')ir'-p') 
M l'on tire 

— 0'i>' — p'r')" + (i> H- j> J/rr - ip' +p^)pp' 

iP + J»* — — J^)« — +fV 
43. SnppoBons miatemiit que 

X — p étant &cte«r de A. 

On a donc i» = (x—p) { f-\- > . x), 

donc == (^-yK^-y'X-^-/*"') ^. c.,<*-°X^j°')\ 

Faiflou »s p', p"*, p", OD aara: 
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Eh cUminant /* et /*('), on aura 

(p'-a').v/(p -< 

d'oB Toii tirera 



(j''-/»*X/»':r')-v^(p'-/») ip'-pMr-p^y ^' ( p*-?) ( r-p)(r-p )• / (k'-p) 

44. Dans lei> trois numérui» prt-cvd(.'Dti> août» avoos considéré le cas ou 
«1=2. SapposoDB maintenant m ss 1. 

Dans ce cas un a 

k M détemiae inaédintcMt par l'éqntfM (7) ^ 

Les quantités A, a, f, f^*\ alc e, etc. te 

(."), qui donne les soiraatas: 

Fn — fny{<ra) 
dFa ^ dfa . y {*t a) + fn . d\ ^Of a) 
d*Fa = rf*/a. y {(fa) 4- 2*^" • # + /a.</'|^(ç«) 



Par ces éqaallMB ipA mmt laM liiiéaire» par rappait k f, f('>, f<*\ de: 
^*>» «le. peat délenmer «ea faariftéa et aMia par te calaato 
aaaca loasa. Je daueiai te b adle aae ai él had e aare et «MCte 4a 4é*er- 
miner rea faaatiKa Jaaa toaa lea caa. Pav le «aaiwt je tala téaaain le 

pnoblèaw «■ aopposant 

9 = 1 et F* — R=iC.(x—p){x—af, 
x—p étant (aeteor de //, et R = (x~p)(x~~p'){x—if){pc—i^ 
^ P = {x-p).{f^f<'hx), 

if 4- /<•)*)• = ^-ryX^-y'X^-^) . c ("H 

18 
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/•+ r^Kp' = yc.ip' -a). ]/(^;-) 
f-^r^r =Kc.(îi'-«).}/(^:^) 

Ou a de plas en faisant ;r = 0 

En élimiMBt / et entre les trois premières épations ii résolleni: 

De cette éfutira os |»est tirer Is valeur de e^ et eelle-cl élaait 
anra alséncat les valeurs de f, /^*) et £7, qtie je ne dis^Bserai d'écrire. 

«. De r*v"i../-iif ^ = ^.tog « «<" « 

stituant Ja valeur de A:= — a — ttA\^ 



De cette madère on tromeni dme tontes les intégrales de la larme 

S{i—a)y/R •* rt<l»h» i '**"**8Tale^^ moyennant m»* fonction 

logarithmi^e de la forme A.\o^(J^^-!^^. Je donnerai dans la suite la 

lésolntion de ce proM* me dans toute sa généralité. Elle dë|MNiA eonunf 
veMNiB de ynoXf de la résolution de l'équation 

Pour le moiucnt je remarque «ju ou peut lui douacr la forme 

En elTet soit 

P^ft + /{»>(*-•) + + . . «te. 

|p= oj + o</)(*-a) + ej")(*-.«r + ...•!«. 
Jt^ii-H- ^(*-«)+ r'(»-«)* + d'(as-^i^-+*'(»-«)*. 



I 
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P' 



M anr^ «I laiRaiil « s — ^ — , x — a=-l;doBC 

Jï = «'4.Z + i + i5- + -Il : 

' y Jf* f* . , 

et eo BokititiiMit et maltipliant par t/^'-^. 

Donc ni l'on peut résoudre cette éqnntioii, on pent amei résoudre In proposée. 

Ln lésolntion de ré^mtion précédente sera donnée dans le oosra dn pro- 
blème suivant, qui eonslste i ' déterminer A et R de In msnière que l'int<'<;rnie 

JJEl^hÉL devienne intégrnble pnr In fonetion lognrKInniqne ^.tog 

i6. Xons nvons vu dans ce qui prècMp qui' si l'on a 

(xw.)(j^')(«^a') . . . (j^ci—'i) yr ~ \P—^)/n) 

il en résolte nécesanlrement m 4' 1 iMnditkins entre les 9m qnsntités «*, 
0% . . . k, iK*> . . . JfcC*^)} on peut donc prendre m — 1, mnis non pas va 
plus grand nombre de oes qnantttés, à Tolmté^ et pois déterminer les onlns. 

11 suit de U qn*ott peut Ikire 



I L , X' _|_ I -lit»-'» 

ibi("-^>, ift/**"*), . . . **> o% • • * étant iiuelconquca, d*bù il résslte 

ipfon pe«t exprimer llalégrale 

JI, î»-') .j-»-' + . . . + t, + i, r/.r 

par « intégrales de In formeyi^-^-^ . 

On voit de tuùme qu on peut exprimer i'intélprale J*^^ intégrales 
de In fbrme^l^-^^ , dont les 1 sont «tttraires par rapport à «: 



140 

Problème JII. , . 

M^A ^ , 

Pour ^ révutUm-^s « + k puliM «^otar lien, il bnft ^ J!f=eoML=ey 
on a ioie ks teu éiputiow: 

on bien ea suppuBant c = 1> 

l = />« — j^il 

La prciuiere équation n';i aucune difficolti^ Me dome «faléMIlt te» 
leurs de A et A, quanA P et Q sont cowrai. Bu eirt Mtt 
p -s/+ + . . . + /■l'H*».*^, 

m a en mlatitiiaor 

d ou i OD tire 

* ïôô • 



(ïi. + 4)/(M<> I (I) 
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GoMidénws «atateant répittoB 

«t «bercilKiBB 4 trouver Iw valenn de i* et 0. 

M^rmdère méthode. 
48. La méthode la plus simple qui s'ufTre est celle dos coeflidflaB In» 

«îéterminées. Substituant donc les valeurs de P et on obtiendra: 

En dévelopiKuit et comparant les coeflicieos on aura les équations suivantes au 
nonbre de 2n -{- 5 

— = 1 

/./frt+/(»)./0-»)+/<«),/fr-«)+/(»)./(p-«) -I 

— ^e,é(^y+ eW,(jO-»; + ^*).e^i + . . .) 
En faiaaiit dau cette équation succcssiveatent |i = 1, £, 3, etc. jusqu'i 
2n 4, on aura le» équations nécesuim peor mtïBfaire k fé^tioa 

Ayant 2/t -\~ ô équatiuDS mais isculeuieat 2n -\- 4 cocfficiens indéterminés, 
il est clair qu'on obtiendra une relation entre les cinq quantités Uy ^, â, e. 
Bu fabwt dus réfuaUon (2) = 2» -|- 4, m ebtieidni 

done =«f.»yyt, 

Ba mlMititiMiit celte Tvlear dans les cxpressiou de ^ et deil^ e&ee derfemieiit 



(3) 



49. Avant d'aller piuB loitt je vais appliquer la méthode précédente eu 
supposant nr=:0. 

Oe e dans ce cas i9=c^ />=/'4- +fC>).^. 
Le* éqoallooa (8) deviennent dene 

r — «e- = l. 
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14» 

Oa tire de ces éfnatloaB 

/t*J = ^-^ 5^ 



✓(PH— a5*)' 



Eu sul»stituaBt ces valeurs dans l'équation /•(')» 4. g^») _ _ q il vieadn: 

Celle-ci est donc la relation qui doit avoir lieu entre les quantités fi, y, èei t. 

Il est remarquable que n ne s y trouve point 
Par les équations (5} on a ensuite 

A— * t— * 

On s donc 

Au reste cette intégrale est facile à tramer; car en faisaat x4.J.=y, 



Intégrale flielle à trouver par les métkodes cou 

SOi Les éqnatioBS (!Q oat rineonvénient de n'être par ilnéaires. On pest 
Ixonver u système d'éqmfions linéslres 91! les resiplaêent de la nasière 
Sdivsnie. 

En Mettant ^ an Iles de sr dans l'éfnstkm 

ne éfsation de la forTne 
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dans laquelle 

n e«t dur 9» réquti«o 

aura lien dans In supposition de jrsCV «B la différantiant 2»+^ ^ ^ ""l^» 
Od a doue les équatiuns saivantei: 

dFy = rf^y . K(<Fy) + fy • 'fV i'fy) 



Sa iiànuit dans ces équations y = 0 oa ann 



^ = 1.2.5... 
■^^^ =s 1 .2.3 . . . (n 4- 2)./; 



De même fifs=z^*\ 



Digitized by Google 



144 

^✓(Sif), à(fg h 

De ia néMe ■tnière on tmamt^ ^ mpipMaiit y sss 0. Pour 

l^us de simplicité, je désigne par c^> ia valeur de ^}^^^ en faisaatysO. 



Bm fvtotitinBt Im Talemii tMNnréw on oblinidrt les équtimi 

/(•^= c.«(-r>4. 4- + .«(-^) + ele. 

/<•) = e.€ + +^ .«(•) + Ç^- .«(•) + ... 4- . 
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1.8. ..j» 1.8.. -T • • • • -r -"^ 

1.8. ..(» + ») ^ k.8...(ii + 4) ^ ^ 2.«...(aii+8) 

SI. Ces équations sont^oonme on le voit, très commodes pour déterminer 
It's cocniciens e, r* -^ etc. et f, f^^\ f^-'^ etc. Les n -\- 1 «Icrnit-res don- 
nent les coetïcieDS en e et de plus une relation entre les 
qnantiti's d*), etc. Les h -j~ 2 premières donnent ensnite fmmr'diatement 
les coeffîciens /^'), /^*> etc. en e. Celui-ci est arbitraire et disparaît du ré- 
«altali oonme il est lisé 4e voir. Si Yùb. UHkz=0, on «m /t')ssO^ d*oà 
il rësoltwa une eecoMe relalion entre les qnmtitës e<*\ i?<*> ete. Ao reste 
cette sqipositioii ne dininne fss In généralité da problène; esr en fUsent duu 
le résultat x=^if-^k, on apra la même Int^pnle fne «i l'on n'svait |ies sn^ 
pesé kssO, Soit donc fi*)=iO, on voit que 



peat s'exprimer par des logsriAmei^ tootcs les fois qs'on s entre les «pustllés 
«» flt r* <^i« 1m relations foi résoltest de l'éMaiInstlen des qnsutitéB «C*), 
f»(*) etc. des » -|~ ^ équations 

0«0).e+^..0)+ .... 

8.8 ^1.8.4 ^ ^ l.l..,(«+8) 



0 = : 



8J.411+8) *^ I.S.8...C&148) ■ 

SS. Appliquons ee qui précède «nmokiiesOetiBasel. 
Dsns le premier cas on anrn 

= = f=:lJL ,e, 0 = et»). 

La dernière équation donne 

d'oïl y s=t ^ , eontue nons svons trooré pins bast 
Soit miintenani II s 1. 
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Oans ce cas on a 



0; 



1A4 

Kn éliainant U viendra: 

2eV).ci^) — 5ct">.cW = 0. 

De eoi iras éfuaiiotti om tinra en ftinuit « = 1 et = — ce qni 
cal permis: 

d = 2ety = — S. 

On a donc 

Jl= + — 5** — «* + «. 

Ob teoBvecn de ndnie 

essl» e(«):ss_4. <;^>:s — 8tt + l^ 

Joue ^îi^ .<' = 4es=l eniUaairtesS, 

f\')=e(') = U Z^*) = = 3, /•(») = *• — 2^^'^ = 0, 

denc 

ffS. De réquation — 1 = Q*R on tire 
(P+ 1) = 

en faisnnt 0 — P',Q^\.&:=zR If. 
On aura donc /» -|- 1 = P^Jl" 

d'où l'on tire P = + i?''iî') 

€ette éqaation est plos simple qne réfutien /** — 10*^2^ 1* 
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En mdtipUaat par A* oa tan 

Ob peia 4«M netire P*Bf et- A la place de i> et ta reipcewiee: 
leg ( pJl^^^ ) ; Il fiMrt ebeerver «[ne ^ chaege .4e valev, à meiae qee 

^ M mit constant, comme danit l'exemple précèdeat 
Pour moatrer Tusage de 1 1 <|ijation 

aeit /tsTîx- + 2^x4- /i" = j:' 4-2^'* -f-l»'. 

et i>' et deax eemtttttk 

On aura 

S ^fR* - p'Q^ -f 2{qP^ — y'O + (iP" - 
deae P*» ^&\q=- q\ 2 =/ri»- 
et de là p---(^ = ^vjt 

(-^^ 

1? =/>-= == i . 



dooc 

ce qu'on peut aiBément vérifier en fidaaat f 
Soit maiatenant 

~" e * *^ "7 • • 

Oi 



■d*eâ ToB tire 

0 ^ w'j — m'*q' + jjip — j»»>' 
0=9 — f'-f-ai— 

19* 



Digitized by Google 



148 



Soit q-\-q'=z r, ••' ' " ' '•- 

on aura 2iy = r -}- w' — m * ' 

24/' = r -\- m — m' ' ' • ■ . 

^r(3i« —»•')+ i"» '— !»»* —«"»' 
«c*:= ^r(m' _ to)» -j- ^ (/« — wO (m»— »•»•'— 
Pïur tt «m «ditleniln 

etdelà iw -^^^j.^^^^^^^; 

(a'f3)/s <• * »«»» 

or 2w;> t= r(3/HWi' — m") + m* — — 2iw*m' 

2m^y = rrn^ + m'm" — m', 
donc 2inp + gin* = Snitm' — w"m — m*M^ 

et par là * = ^(Sr — wf—wi^ 

If îHtégrde cWoIiée a donc la fatue 

J 

S«tt*=:<H oa «m rsilti!!^, 

donc ff'ssfm — {m', 

delà « = £|f< + f, «t'asSf + f« 

a»* — ii» = 5f + 9'» — «' = V + f 

c'est-à-dira F = — f ' — ^9* 

de mène ji' = — ^» — ff f'. 

On a donc en anbatftnaat 

, r , , ( P + Q v'It ) 
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, . P sdx V 

= 1 iogr (*-^?+^')«- (-^'+^?-^ V' •^y)^(->^y -t-2?)>/(^'*gy'-r-y"-»yg'n 

'* V(j+j+2^)v^(x*+2yx-y*-2|fy)-(xfy'+2g)t/(**+2j'x-ï'»-2çî')/* 

54. ^«oMiA «AiM. 

Dans ce qn jtféeMe hoos avons rédoit la réaolntioii de Véipuûom 

à la résolution d'an syst<-nie iréquations linéaires; mais comme l'élimination des 
inconns entre ces équations esl assez laLoriense^ et qu'on a de lu peine :< en 
déduire un résultat général, je vais donucr uue autre méthode pour la résolution 
de cette équation, qui n'ait pas les incoiiTéaieiis de la précédeate, et qui doaiie 
ane relatloB générale qui doit «voir lien entre lee qnantités eoaaianles dana A, 
|Hmr réfudon pio]KMiée wtIA réaolaMe. 

Soit r* le pins grand carré parfait coatean dans on pent faire 

ii = r«+# 
Oil r est <!u iserond degré et * du premier. 

£u substituant cette valeur de R dans l'équation proposée, elle deviendra 

Il est clair qae le premier cœfficieBt de P doit être le aiéme que le premier 
ooeflkient de Qr\ on peni dose fidre 

le degré de étant moindre qne celui de P, En sabslilnant cette valeor de 
P on aura: 

ÎSoit ij du de^ré il est el;iir que (>, est du degré n — 1. Soit luaintenanl 
V la plus grande touctiou entière contenue dans y , il est clair qu'on a 

r ■= sv 4- I/, 

étant du jn eniier degré et ;/ une constante. £n mettant cette valeur au lieu 
de r dans l'équation ci-dessus, on obtiendra 

Q\ -f ^QQ,** + Q<i'>Qt - 0 =* 1. 
On voit sans peine qn'en fidaant 

le degré de devient aoindre foe oelnl de Q* 
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«w bien — Sr,&^. 1, 

en faisant = l -|- Aia^ s= r — 2«. 

Pnîsqae le degré de est noiiuiro qne n, il est tisé de voir pe est du 

degré m — 2. 

Cela posé, soit 

«1 éluit OM eonstaote, m ama 

deM es fidÉMt Q^=f»^Q^^ j?,, 

0, KM fan degré moindre tp» eelal de Q^, 

Em pdbatHeiat ea aara 

en faisant = « -f. Att^v^, r^ = r^ — 2«, , et où est dn degré « — 3. 

Tette équation est semblable à la précédente d'oii II soit qn'on peut la 
réduire de la aiénie manière & l'équation 

dans laquelle un a 

r, = -{-1*9 ^(*nt «OMtant 

Q^=»Bjft + Q^ ip. étant dn degré «t — 4 

Kn rédnisant.oette éqnatlen de la mène atanlire, et ainni de anlt^ ea par* 
viendra enfin à lae é^atlon qui, dnnn le caa eA it est nn neadwe pnirs2«, 
aem de la fonw: 

et si » est un nomln-c impair = 2((' -j- 1, elle sera de la fonne 

fiWi ^1*'^ degré moindre que celui de j^,,, et Q^r-{% est d'un degré moin» 
dre que celai de Q^^^i. MaiateBant est du degré » — tnsO^ deae 
eut une qnaatUé constnnte; donc (^^=0} on a donc 

— t. 
Si » a ta' -|- 1, on aum de même 



Digitized by Google 



161 



doBC en général 

étaA ne tpmm eowteol». 

De là il mit anuri eut vue fnatilé (mnlute. 
Dose 

"Tootet 1m fois foe PéqpwtkNi 

p* _ p«7? — 1 

est lésoloble en fonctions entières, il faut fae l'une de foutitAi 

s, j y . s^, etc. 
soit couKtaatc, et réciproquement De plos si est la première 
des ipiantités #, s^, s^, etc. qui est constante, P est àa degré n 2 
€iQém ètgié a." 

U «oit de là foe peur troever tentée les vnlean ^ R ftnt t^eir. Il frat 
fdre «vcoendTeneiit ete. égtl à «ne quantité eensliBfe. 

SSu n e*ag^ anintemat de déleraifaitf les qeaalilâi «, ete; r,, 

r,, r,, etc. ete. etc. 

Les équations desquelles on deit lee dédain^ ea^ eeame ea voit par ee 
fai précède^ les formée suivantes: 

= +4tt»^.tJ^ • (i) 

r. = r_,_2«^ (2) 

■ 

r- = *-»--f- «» (3) 

On peut de ces équatiomi dédaire une autre qui est de la pins grande utilité 
daae cette tedierdie. 

Be imelt^lant h prenièn des éqnalieea préoédeaies par en ma: 

De la seconde dqoallon en tire 

donc en substituant 

De 1 équation (3) on tire en mettant « — 1 au lieu de m et en multi- 
pliant par 2, 

ftr^ ^ Um^i . »^ 4- 2M».r 

En postant cette éçiation à féf aitien- (S) en au» 



On aura doac 

B «nit 4e là que Ift qntâiilé 

est indépendante de t»; donc on aara 

mais *i = 1 + Au» etr^ — r — vu; 

j», -|- rj = * +r* + 4k(«w — »* + «); 
«irs:r — «, doue 

Uone oa «ift ^1 qve sait m 

V-,. + = +' = ^ • 

ce qni est bien reniarquahle. 

^6. Faisuius (ions 1 équation précédente fn = A, on auru 

« Biqppomift j^sseoaits/i. 
D« eetto éqwlioD m tire 

On a de 



+ = + «1 — + *î 

d««e ^#,)s=rî — r».^î 

denc = si r^^ = , oe qoi est vtti, car o» a 

d'eb — , eta^aea 

or = r. + 2«,^, = r -f 2w,_j ; 

donc r =s -î- . — «■_! ; 

mais r = w •4- «; 

donc v^i = ^t?, «^i = — « ; 

donc =sv — tt = r — 2« = î-^ ; 

et par conséquent s^ssifis^. 



IfiS 

. Oo démontre de la luéaie mauière qae 

= n 

•««^=— «k-i. 

Le tigne mpéricar ft lieo ■! ifc est pair, et IWérIeiir si A eut iiiqMir. 

Soit n un Dombre impair = 2a -|~ 1> on aura en faisant A = a 1 

Wa = — «»» 

dmc /t = 1. Dme «i w est m nooibre impair ob a 

On a au»si Wg, = 0. 
Donc: 

'Tontes les fois que réqaation P* ■ — fJ'Jl — 1 est rétiolubie eu Hup- 
paaaat Q wm foMUai «fan degré Impair ta-\-U oa à 

L'invene a mmà Ken, ce qaH est aiaé «le voir. 

XiOnMpie n est an nombre pair = on a 

««■-iH-««=0 

pwr eondlliim de la réaoinbilité de réi|DatloD — G^B^ !• Oa velt aiaé- 
m&ai «pie ce» conditiona sent biea plus simplea «pie la eeaditioii meatieaaée 
phw iiaot «pie s» init être me «pnatUé ooDatanAe. 

57. Ceanaiaaot b valeur de |(^« par l'éqnatien 
ea nia les valeurs de P et |^ par les équatteas snivaiites: 



Tome «ecoad. 



20 
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P= tQ + 0, 

La forme de cei équations donne lien à exprimer la quantité par une 
traction cootinae. 

Bu eist 0 eit aifté 4e voir ^*oii »: 

• + 



2x>^ + 



Oft a donc P tHQ w transfonmuit cette frtctian ea flnetfen onlbnln. 

De cette expreaelon on pent nud déduire la valeur de yB en ftnctkn 

continue. Ëu effet en posant n infini ou a — = 

H 



Dtne le eu oft l'équtton F*'-iPBs= 1 est idadnble» cette fractien praid 
nne Tonne remarfiiable, car elle devient dans ce can përiodiqne; d'oïl 11 eit 
aisé de se convaincre far ee fn*eii a vu frieMemneirt. 

On voit ausal que si est dtt degré n, les quantités v^t ^«t ^ 
aont du premier degré, excepté 

qui sont toutes du second degré. En eflet 



r 



Je vais maintenant déterminer les foantitéa «w '» poor 

toute valeur de m. 

Soit pavr cela 

r« = -|- flx + 6. 
*» = c« 
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a est le même ponr toute valeur de m, ce qn'il est aisé de voir. En substHu- 
aot ces valean de r.^ s^, et dans les éijaatioi» (1), (2) et (3), ou aura: 

+ «r -h »» = X* + + »»-i — 
«■ + «r + = («W + *)~ + «.^ 

F" 

De ees éfuAtoM w tire «m peine: 

« — — 

Ail moyen de ees équatioiis m peut ■aeoesfliTeneiit détemiier tontes les 
qiiantités 

r., w-, ,9-, et 

mais en les cunibiBaiit avec l'é^iuatton (4) on les déterminera de la plus simple 
Minièfe. 

Cette éqnntion donne: 
(c-i -\-f^t^{e^ + + («■ + «r + = (*• + «r + éj» + f +y» 
d'oft l'on tin 

ea multipliant la lierniëre équatioD par t',»_i on aiua: 

cVi pm pm-i + Z»*—! i = (/» H- 2«(fr — ; 
et en mdtotitMsnt dans eette éfostion k «nlenr de p^- pm-i et de t^.e^i, 
" «Tient 

fc^-^iC» — *u) +l»Vi(c -h »• — = (j» + to(» — .n... , 

et en divisant par p*m^t 

* + = + ^» 
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mais on n 

doue + *»-.)C6 — 6.) = c-i- — ÔV—,».^, 

os Mon 

et do tt 

£a substituant c«tte valeur dans l'équation 
on obtiendra 

p^fu 4- 6,-.) = 2(r + - (b ^ - c — (6 — 6»-0 (6 - M) 

Cette équation contient une relation entre et fr , , l't des <|uantité8 constan- 
U's. Ou peut donc déterminer ff„ par ^>„,_,, et -.tiu^i trouver la valeur de b„ 
par des substitutious successives; luais couiine b„ dans cette équation monte 
au second degré, il est plus fiicile de né servtr do la nielbodo Boivonte. 

Kn mettant m — 1 an lieu de i/t, on aura: 
ou en développant 

|*^6„_,4-6^a)=2(«^»-2c)(6-*»_,K6-A•-O+M«/'-'0-2(*-*«.-»)^*-^U-O 
en retranciMai eette éqnaUon de celle-ci 

on obtiendra 

p*{b^-b^.^)=i{ap-2c){b~b^i)(b^t-bj^^à^ù^,)\à^^%^^ 
et en divisant par b„ — 

p^ = — 2iap — 2c)ib — — 2(* — -f 6-» — 2*). 

d'où l'on tire 

VoiU l'é^pudioa fid détemilM bm^ 
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Si l'on lait b — b„-=q„^ on aura 



— 2c 



j_ — «c)»>»-i— y-i.t*-i 

f*a-t 



89. Avut ie domer l'expression explicite de y. je veux monirt^r au^ 
M peut espriiMr ira qunfttài p., «u, et g, par y., y^, 



•■ a de 



£^ = £±fcU[=.,donc 
P 



donc 

Od a de plu 
d'oà l'on tira 



s= 2(* — A.) =s «y. 



fiM ft«-t fMb4 ffl 



_ 4 AmM fcM ?tS-l 

Ayant oa a ao^si r«, car 

RtoprUMMS MiBleBaBt l'équation 

^ ft: 

On peut par cette éfiiiiae déteraiser û fapvr 
deae d'aberd ces foastités. 

Os a f.s»^fuioMf8sé»is- 
.M a 
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donc «■ frinut »ssl 

».=-»+«7(— 7)' 
,.=,[»_..^+(£)-]=,.JîL-E±i. 

Déterminons maintenant q^. 

Oa voit que y» est uoe fonction ratloimeUe fracttoiMire de ^, r et ^ 

Soit donc v« = — 

s. 

et « tant d( nx fonctioas entières des quantités a, by c «i p, 
£n substitua ut cette valeur on aura: 

Donc 4» «m 



Par cps équations on déterminera sans peine et ^« par des aulNititotiom 
successives. 

De la première dqutloD on lira 

Zm — yVi . if Va • y'--» • • • jf*-JM4*««»-»» 
ï+i = y *ia • y*ntj • Jf*aaM • • • Jfî t 

deux équatioDij qui donnent ytar y*» ■ • - .Vm-i- 

Développons les valeurs de qnelqaes-unes des quantités 2, ^) eti^ 

y» yi , 

ËQ lainaot w = 2, 3 etc. ou aura 
etc. 

Lorsqi^e csO ces valeurs se simplilient beaucoup, et ou aura alors 
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^ lica de faire c = 0, supposons anintoBant iqr £e= 0^ et «n aura: 

Si l'on fait m = 2, 3» 4 etc. os aura: . i. . ! • 

6(K ^ipliqnoos atalntenaiit ce qui précède à rintégnAe 

Pour rendre les résultats plus ëiiuples, je lais e = 0, ce ^ est permis» coui- 

uie ou le voil aisément ^ 

on Uca pniifne P*—~Ç^R^1, 

Ponr que cette éfution soit pénible, il bel met tout qiie 
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n non pour coodition de l'intégrabUité: 

«^s è va» qitBtité cratfMite. * 

n fint donc qne p« s 0. 

S cette condition est fonpli^ OM peut toi^foiin détemlner A de la m- 

dmdioni cette Talcor de it. 

On a To qu'eo faisant 

*e»tégalà -^ •'^ (No. 47). 

U s'agit doue de trouver 

On a i» r<? + 



=COBSt. 

d'oïl ron tire sans peine : 

P Pi P% Pi ' 

"^îSr =^^+^»+^.^-^» + •••^-^'^•• 
Bbi■telloilt oa a: 

donc 

(x+A)(M").a-4.c(--»).4r*-»+...)=g^.(„4-2)y(»+»>.a^i^2^.(„_j.lj^^ 
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n + l 



donc a(-).* + «(-0='Lt',^«'-»)+iL!^ .«.«(•), 

, , n+1 1 •(•-I) 

uonv k — — .«r 



« + 2 fl + 2 et") 

•t P» Mite *— ^ • — 

Ou peut MMi eiprimr A d'une ««tfe 



ODa^M=a $ donc eii«idbiititiuirt et lennnpipiiit que e^^e=Ù, 

61. Os a VU que l'éijuation 
contient U condition ponr que 

Cette condition équivaut à celle-ci: 

car on « p»-p^i = (No. 58) 

Or n «mi dans le niénM cas ^m^^gk-u 

En eonbinant eelà avec tant ce qn*on a vo précédenuMiiil» M en 
la r^le suivante ponr troavet tontes les intégrales de la fonne: 

/(t + *)«£r 

qnl pdBMBt s'exprimer par la ffvnction iogarilhnilim 

2il.log[/> + Q^{ix* + +|M?-f e)} 

"On calcnle tontes les quantités g^, f,, etc. d'après la fonuile 
- iP* + (of — »g)g»-' — ■ 



-■-I 



en supposant f s 0 et ^ ^ = S. ^ 

Pais on fait successivement 

*i = <^ f« = 0, y,==0,...î. = 0 etc. 
on en général f^s^f^^^x 

s » tontes les vnlenrs possibles. 

81 
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Cela posé, on aura toutes les valeurs que ^ peut avoir en 
oant entre ces éipiatioa et l'éiiaathHi il s 0 «ne des qnantUés m, p, 
i tÈ e. ■ 

Ayant trouve /i on a 

*— ¥+ï •+» Vj» ^ F. ^ ^ 
oîi Pm t ' 

Cm e + ^m -y»-' 

FkiMDt eMàte 

9.-1 îii-t fi _ 
fM4*_ ^«-1 ... 9, 9i_ 

9» — , p 

on tnrt les vdews P et de «■ tmfoiauwt U finetion 



— 



en fraction ordinaire, savoir en supposant = yt-i- Ce» veleoni 
trouvées, on a enfin 

L« féMiètkNi im problème dépend dene dn ealcol des quantités , y., 

y„ ç^, etc. Les valeurs de s,, y„ z„ y„ y„ etc. trouvées dans le nu- 
méro î»9, donnent immédiatement dan* la Bopposition à» e^O, qoel^ies-unes 
de ces ^piantités. Les voici 

q =0 

T» pi 
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" {f**ab\^ 



6SL PmoM flttlnteiuuil faeIi|iieB exeaiplra. 

1. .Soit II si. 

Dans «e c« «a « f,sO; cTest^AiN 6= 0; 
dinc ibs^ et jrso. 

0« a pur là 

loue P8&(«-|-a)*«+|i^ |^t=:« + a; 

dmc enfin 

2. Soit 7t = 2. 

On a ç',=0; donc /» = — 4aA^ Ass^a; on anra donc 

3. Soit M =r 3. 

On a 9, — 0, donc p* 4- = 166% d'oà Ton tire 
1» = — 2*(a±K(?' + 44)) 

= liîs. = 1^. = iil = 1 (fl q: 4- 4*))-, 

dMe . » = i(t«^4K(^4-4*» 
Oa «ura dene 

Noos avons supposé «Iîitjs ces exemples c = 0, mais il est clair qu'on obtien- 
dra les inti'Qrrales les plus générales en mettant ^4~'* " é\»at 
une quantité indéterminée. 

M* 
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/m 

Tnuter ioutn kê intégrale» dt la form» / *^*^ * V*i Jw«wiK ^ttfrimgr pur la 

U3. Ce problème est dans le fond an cas particulier du i ioMcme U"*, 
nais comme sa résoiatioa est très importante dans la théorie des Ibnctioos el- 
liptiqaes, je vens et dmuMi^ une autre aa moyen du problème précédent 

Soit 

l'intégrale la plus générale qif on puisse exprimer par l'cxprcssioii . 
Ea tobaittnnt m lien de y, on nof» 

^ *+i — s+i s+t 

en faisant it = / + . 

On a de ndiM A=—~Jf^ 

^ (*+/)« 

[t-»-«(*-KO + *(x + 0«T+j>(x+o«+c(x+o« . 



donc 



(*+/)• ~~ (x+O* * 

Désignons par ^^|^ ce que devieadra e« uteliteant -^i^ 

en lieu de y, on aura: 
on, en &iMn( ^ 
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J~7Tr • TlR — ^ • '^'S Kp-qy^n) ' 
Cette intégrale est maiiiteuuit l'iiitégnle cfaerdiée la plo» générale, ce ^11 ett 
aisé de voir. 

II faut maintenant déterainer L 

Oh a 

Jl = ( 1 + (* + (»« H- (* + O»*)* + jK* + V + c<x + i)*. 

y^(fl(»»+^).P+a(«-*+|»)l + 

/9=(4(»*H-<)-^+^^+J»)<'+<(«*+S»)l +£«): (»*+«) 

De ces éqsattoiis es tire; 

/, = (6»+c)(d— Al) 

«»+£A = (6«H-r)0'— S<î/+ 6/*) 

d'où, en faisant 

a'aae— /Î/+ y/» — aj' + l' ■ 
«ntire: a = ^. 

Bn nabslttaant BalBlenaBt ces nknn de a, « et j» dans l'équation 4|nl eit- 
prine In rdathw fni a liea entre een ^iHiilé% en ann une dqnatieii entre ^ 
^ A jr et d^ d'ob Ton ttmn In valrar d» L 



Digitized by Google 



166 

Oo aara donc enfin 
De cette équation on tire ensuite 

{T^lî^^ t-k J vR i-k ' ^VP-«/Jï/' 
«I de cette aniiiire ioa obtieBln tovtee les intégrales ie b fume 

qi] femt «re exprinéet fer Hatégnle et le foaetkm togtfitliniqee 

En mettant t-I m lieu de l, on aura 
oa bien» «oame on a vu No. 41!^' 

J (x-.l)%/R ^^IVkJ VlR (2»+4) ✓ (a+^/+-r^+W»+/«) / 
Si l'on suppose Ar -|- i = -i- = oo, ou = 0, on aura 

PtenoM tttt ezewple> 
Od a No. sa 

Soit »s — L- , oo ftora 
jr— ' 

**^= — r-^iÂr 
« — - Cv-O* . ' 

lOM ii (7^Ô«^^ • • 

i'ov l'on tire — 4— 4t 
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^ = (2 + 6/ — Sa'f — 4«'/^j : a' 

Br AiMuit ; = 0 on «m 

/• rf:^ lwr-^±?^'^ 

w /»» = + 3;r* — 2 — -|, jg-ssar + ^î 

donc i»— : 1 _^S4.^)«> ]|^ = 14.S#. 

Dttw le problèiM» tmoMioie fai dooné me néthode de trouver tentas les 
istégnies de la penvest être exprimées par le foncttoa 

logarithmique A . log ^-^J] ^/ii )' ^ ^'^^ ^ diéorie des transcen- 

dantes elliptiques je montrerai comment on pest trouver ene infinité d'antres 
intégrales de la même forme, intégrables par d'autres fonctions logarithmifses 

ipi settt tontes conposées de termes de la forme A .log ^ ^a )* ^'""^ 
«TOUS vtt i la tdte de ee chapitre. • 



CHAPITIIK 111. 

Siiir mm» rtUUion rtmarquable qui existe entre pluaieurt intégrait de ta /orme 

/ ds pxdx fx*dx Ç _dx _ 

64. Nous tvoM vn dans le chapitre précédent est en général im- 
peesflile d-e.prlmer Ptotégraleyi-^ par le. M^^f^. 

^'^'^ i uéaDiuoius si l'on prend cette intéi^rale entre des limites convenables 

il eet toejons possible d'exprimer f^intégrale y^^_^^^ par lee trois iotégn" 

les d-desans. Cm limites son^ comme on le verra, les valeois <te « fd ren- 
dent Jl=0. 

Bn dilTcrratlnnt p par rapport à a on anra 
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ftlaiotenaiit oo a vu dans le premier chapitre qae J*-^ — ly^^B ^ujours ré- 



dactible à l'ktéerale J^^:^ 



En effet on a No. 15 



^ VU |_ 

oà J = — éfl* — ^da, Z/ = |<J^ C7 = f, iî = /ar. 

et prensnt 1e« iutt'grales de nmière qu'elles s'éraDoolmart lorsque jr=r, 

r étant une valeur de x qui rend R = 0=ifxy on aura: 

Cette équation devient intégrable en la moiUpliant par y (/'a).f/a; car on a alors 
Bm lat^inttt m aura 

Si «■ prend llntégrale de «s=sr, on a coaatssO, 

en feanrqnant qne + HjT'f' = ^dtar-|-é«* — (|^di«4'<'*)^ 

diaiQtt'uaat un a 

Donc en substituant cette valeur et remettant la valeur de p on aura l'équation 



v^(A) J vU')J vif") 
Cette équation donne la différence entre les deux intégrales y (/g)^-^ tt)^{fs) 
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et Y(fx) .J*^-———^ exprimée par des intégrales 4e W iwmdj'^^ et 
/^^^^^^^» ce qid ett (iièi nian^ 

Supposons maintenant qu un prenne l'intégrale i- , . ^ de « = r 

à ar = r', r» étant une autre valeur qui rend /".r — 0, On a donc hns ce ca» 

i/' (Jr-C)^(/X) Jry^{fa)'Jr ^(fs) Jr V{fs)'Jr ^ 

Cette équation montre qu'on peut exprimer riiiti .-rale définie f'i ^ , ^ ^ 

•f .(*—«)✓</*>• 

inr des ietégnlee de U ftnae/V « fri ««.ttta W 

pwtant dan» le Ibéorie des tmacendralee ellfptiipiM. , . 

Seit r* me tnriaiène valeur qui rend f*=:0, et mqi|NiMH «asi*». «» 
een/«sOet 

- V{fa)'Jr "Jr V{A) J' VTÂÔ ■.••^ 

ue équation qui exprime une relation entre quatre intégrales définies. 

Supposons dans l'équation («) (]xw x ait une Icllu valeur qu<! l'intégrale 
Sifi-sWija) P**"**® exprimée par des intégrales de la forme J*-^- et 
y~^, «t aoH 

{a ~ sh' ( frr)' ~J V(/«) ' ... 

H> étant une lonetlon logaritlimique. ' *" 

En sul>stituant cette valeur on aura ' ' 

Lm tntëgnice sont prises depuis x=. r jusqu'à x = cd, o étant une telle va,- 
leur que , . ' 

^ (a — *»)✓(/« ) ' 

Supposons de plus quon donne à a une telle valeur a— a' qui rend 
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tt^ étant me fonetioii logtriteiiqae) on tara 



6S. On peut tfonm une rebli«tt eMsore plus géaénle entre phNieaM 
inl^jrales définies ie le manière anivante. 

. Seit « une foactien legarittal^ ^eleonqne de la IbcM 

En prenant la différentielle de cette expresaion nn a, aoivant en fn*nn n m 
précédenunen^ m résultat de la ftmne: 

ds=-%(li+Cx-{ ^ + -Jl — h + . eto.)j 

donc en intégrant 

Prenant ensuitr* l'intf çn-ale depnis jr ss i* jttsqn'A «sr*, on n 

Jr Vif*) 

+ etc. 

ou bien 

Jr Vifs) 

Tentes kn intégrales qni se trenvent dans cette foimolet sont» connne on le 
voi^ do la forme 

✓(A) • •/ v(/*) ^ ' 
et réfnation exprime par conséquent une relation très générale entre nn sy* 

stèmo d'intégrales de cette forme. 
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Béduetio» de V intégrale f-^^ à la forme 

/ /(Mtt«9 ).d9 
✓(1— e*.«lâ«ç) ■ 



Vojm'LcifBMce BMidem ét ciku IM. 



Voijcs Legenilrc Kxcrc!s«-!i de calc ilit. 



Comparaisan des tratmcendantes elliptiquei. 
Voyes Legendra faairi i M 4* cak. M> 



V«j«i LcganAtt BaadMi 4e mIo. ht. 

(Ici l'ariteiir a Iai=s(' titip finiilli; blanche din.i non caTiîer pour marqMf 
M| q«'ii l'étail prvpMë de remjilirj puis il eonttnue comme il aiilt.. 

K«to d» PMHcw.) 

AéAfeKoR Atr <ra»»cm<laiifer elliptiques du troUtàme' eqtèce par rap^ 



«n la différeatiut on aura 



Soft ff« + l»-,Jl=*(l+j«^(l + ii^* , , 

i> 1 et 0 s «(« + 

Bn Babitldiiuit on ann 

«a* 
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Ea fiiiMiit ;v=li«t.it»— on , 

c 

(• 4- +»)(! + %)• 

^(«+v)'=<'+-î-)0 + ^)' 

d'où i'oa tire 

*(«-- ^)=[(«+"0»'(»+«)-K'+ 5-)]-'^* 



Ea^obstitiuuit cette Taleur on a 

' » = c«[v/(l^>,)-V^(c«.t.>.)] 

* — (l-r*)v « — r-^rd +")+ V'(c'+'») 

oa bien eu multipliaot eu luot et en bas par YO- -\- n) -\-Y{€* n) et en 
rédUiisant 

c'est-i-dire . ' 

C/i—yCi ' 
•i M nndllpIiMt en Invt «t en bas par (f/n +f^(l + + 
», = + ») + y m) (V*^ + «) + 

„';^«Mn-i)+i][v^(i-f^)-i-i]- 

On a *=1, donc 6=«,K«, a = (1 + + «) — »y »- 

Oa tnmvera 4e mtee ' « = + +.») «^K «)■ , ; 

Gbndiaaa nafateaalit la valear de Jf. 
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On .1 |p* + iî = (l + Mje*)(l-j-«ia?*/; . ' ^ ' 

donc en diliirrt'utiant 

^QdQ 4- d« = «(1 -f- + w^')2iija: + (1 + 7i,x^)m;).dx 

d'où iQ.^Jf. ^ = 2(1 -f. n^x*) {pi, 4- n + ànn^x^).x. 

En multipliant par et flolMtitaaiit pour valeur (14-nx*)(l-4*"t^* — ^ 

on obtiendra 

9falBti»nt on « 
doie 

Or Q^ux-^-b^, donc ^ =: « + 36jr\ 
Od tire ie là 

i»f a» (1 + iitar*)[(S»ff — («, + + («,« — fié)*» — «]. 

Donc , 
Jlf \jtnn^a — («, +>a)A].x^ -»- («,a — 

où Ton trouvera - 

^=^«-(;^ + l>, 

Z'sJ^ 2a = Kn~2«. 

Oi aura par eaaadqnent 

4oiie 

••"^^-«7^ S '^x-'Vn ' 



4 
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Qb irouran 



Donc «■ 



ou = ±(K(» 4- 1) ± K«) ± Vn) =f(n) 

On Um en ftlmt pour abréger 

OB Obtient Bi^^fiF'^ r^f^ — a.«i«t«Bg(fll^) . 
Soll 



«m aan de la mémé naaière 

Sa dérivant les quantités n^, li^, y^, a,, 6, de la mdme manière, oo aura 

/7(«,) =ifiJF+ YJK»Ù — «. arc lang ^ '^t^^V') . 
etc. 

En faisant des substitatioas successives en avrn dame: 

-V.«ctg.(iîii±*^) 
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-W.arct«.(iîi±^) 

GoDSidérans maiotenant la loi fM mlTent Ie> quatités »^ Hg. ete. 

Ml a Im quatre valeurs suivantes: 

1. «,= (|/(„-|-l) + ]/„)(^/(„-j-r*)4-]/«) 

2. «,= (/(„4- i) — v ;0(1^(« + K«) 

3. „, = _-(j/(„+l) + K„)(V'(« + cr^)-K») 

4. », = -()/(«+l)~]Ai)(K(« + c*)+/ii). 

Soit (l'abord i»» = + 1) + l^'O + + V") ■ 
ou voit aiséneat foe «, > 4/i, car comme y {h-^ i)>ynet y {n + f") > l^ii 
on a », > (K» H- K») {Vn + K»), 

c'est-à-diré w, > 4», 

de même 4r, > 4^» 

«, > 4/1, > 4*ii 



f|.>4M».i>^.fl. 

On peut done fiSn tm ■«rie q«e «„ devimiiie lusi graml qii'm le vaalra. 
D*o& il mit qn'iiB peut exfriner It fimstimi 12(n) par la foaetioii dus 
lafoeUe n. est pha gnuul qa'aa mmbie itonni qaekoafaa. 

Goaai4éroaa nataleaaat lea qoaaliléa 0, è, a, fi, etc. 

Om a é A Jii'Kii' ^ Mt doae paattif ^ tièa graad, ai n est grand. La 
falaar de « aat 

4*0^1 r«i voit aaaa diflknlté qae « croit en méaie teapa qae m et qoe pnr aaite 
lea qaaatitéa ut, a^, m^, el& wont tm ereiMant 

Oa a de aiéne 

Zn. — «.-1 . V 

En sobstituant les valeurs de »_ et de o^t en ''im-i ob verra qae e>t 



très petite quantité de l'ordre — ^ — ^. 
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Oaa 

V n. + v^(l + «. ,)V(<'* +"-.) >'* 
d'où i'oo voit sans peine «jue est toujoura contenu entre les limites — 1 et 

^ «t qoe h série des rtkmn de fi tend eoedaoelleneHt m» U .denlèic 

limite^ kmqoè » éftt' péeïtir. 

£uUn on a 

Bn diffineatiaiBl le valeur de f per xappert à » en verre fué eet toujoun» 

peettu; lorsque » cet |ioaUiC Oe eraelet de li ipie le eeUe dei nleare de y 
tend ceatfanielleaieBt vere le limite 1 en ereieeeet 

CoiiSideroas luaiuti-nitnt lu seconde formule 

n, = (Vin -h 1) — Vn) (Vi» + — K»> 
Supposons d'abord que n soit très grand; alors on a 

deae — 

Donc à mesure que u devient plus grand devient plus petit, si n est 
plus grand que realté. Le eiéeie dioee e Uee et » eet noindre que l'aiiité, 
d*où l'ee peut ae eoevidncre efcsénent en différentiaet le veleer de w^, car o« 



dene, la dilêreatielle étaat eégathre, il est dair que H^ croit ei m diaiinae, et 



Cherchons maiuienaot si la série des quantités n, etc. aune limite. 

SI elle en a une, cette lintte eat la ndenr que refeit n en feieant = 
Sait k cette valear, en aura 

A= + 1) - Vk) (V(k + O -i/*> 

Faiaena « as 4* oa a 



Digitized by Google 



177 

donc 1»! — k<.a. 

DoDC n^ dilère moins de A que n\ donc A est In limite des qustités n, 
n,, etc. 

On peut donc réduire I^n) à la fonction JJ(Hm), on n. àiiïvre de A délité 
qanntité auBsi petite qu'on le voudra. La fonction /7(A) peut « exprimer par la 
IbiMlin F et des logarithmee» eir on a: 

{1 - y). /?(*)= /ÎF- « .arctang (iil^) 
èss — nyn = — k\ « = + 4^, 

^ \ a+t^kJ* ' a + J/* ' 

/r(*)=- . ^+ ^7-^.«rc tang Ç"-*^*'). 

k est déterminé par l'éqnation 

* == 4- 1) - K*) + *^') - K*)- 

CeeeldéffMS mainAeeuit le troielèeM foianile: 

», + 1) + 1^») + O - K») 

Mi eet deee toi^oiii» Bégetit 

Bb dfKfeetiiMteii aen: 

raccroiSBcnient de «, est donc positif. 

Soit d'abord n très grand ; ou a alors 

Donc lorsque n est très grand, est très peu difTérent de — r*, qui est aussi 
h pins petite valeur que puisse recevoir La plus grande est — c, qu'on 
obtient en faisant n = 0. Toutes les valeore. de n^ sont donc reniermées en- 
tre — c* et — c 
Tmm I 
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On peut donc toujours supposer a négatif et compris entre ces deux 
ItaiHm très «troiteii. 

Lft tenière ftnmto eut, 

». = - (Vin + 1) - Vn) {Vin + + K»). 
Bi tt eM très gmd ob «. 

Doue lorsque a est trèa grand »^ est très peu différent de — 1. Cflst U plus 
grande vtkmr que poiMC avoir Oft oMiaat aa plus petite valtar eo firiMaft 
«sO^ et ea «m alera m, s — & Doae ». eat oonleMi eatre — 1 eC^r. 

Dans ce fui préeèie nous aveaa anppeaé n peafliC CoMldéra» aidate- 
■aaA le eaa où » eat Bégalif. 

Sait n = — a, « étant peaiti( et aoit d'aberd 

= = «) + K(- • + 1)) «) + Vi- « + 

d«. «.=«[i+i/0-l)][i-f-i/(i-4)]. 

On Toit par là que a, > a, et si a est extréneaient grand, on a 

s 4a. 

..=.[._|/(.-i)][i-|/(,-^)]. 

on a a, < ff, et si a est très grand, a. est très petit 
Lorsque 

«.=«[«-K0-i)]['+l/(»-4)]. 

ea Sy Si « est trèa graad^ 

..=.(i).«=i. . 

eo phs approehé 

-.-(i-i)(^-^)='-(^+i) 

dese la plus graaie valew de est s 1. 

«a reçeit sa neiadre valear en faiaaat » s» 1; alecs en a 
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tontes les valeurs de a, soot renfermées entre les tinùtet» 

1 — 1/(1 — <•') et e*. 
Ckerchon«4 maintenant la valeur de 7i en 7^^. 

Eb iusant le produit des quatre expressions suivantes: 
n. — (1 ' n + l/(" 4- 1 )) {Vn + V{n + 
», — (F n - 1/ (« -f 1)) (K« - K(n + c*)) 
», — - Vin + 1)) (K/. + Vin 4- c*)) 

on nn^ 

— to.»; — ^ + 4(1 + e»»? — 4<Ai.ii, +i>*=ïOî 

tfwi iik) 

4ii,(i», + lX«, +f^) * 
Cette valeur est très remarquable parce qu elle est rationnelle en et 
m c*. Bile est tnMt très commode pour le calcal logaritiuniqae, car on s: 
Ulgi»=«— log4+«loi(« — f)-f2log(«,+c)— log/i, - log(«,+l)— log(»j+«*>. 
Le fermvle trovrée dau ce fui précèik^ peut emi servir k tronrer ae isli- 
idié de ftmctioas' ellipllqnes i» le troMèaie espèee ipï «ni tadéflitaieiM lé- 
dtetibles à la prearière eapfeee. Il anlBt de ftire 

et on aura une intégrale //(n) déteminée par dea logarîtiMaes et par la fonc- 
tion F. 

Soit par exemple u^^n» on aura, 

(»*--«■)* 

et de là 3i«»+4(l + e»)ii> + «cV — <ï«=aa 

d'en l'on tire «pâtre valenis de «. 

Lorsqu'on ooaaalt me vdenr de » de anaière qw paisse s'exprimer 
par la fonction elliptique de la preariire espèce, on en peut trouver une infinité 
d'autres qui iniiissertf <)e la méiM pnprlétéi ce fni est bien éfîden^ car con- 
naissant //(r) ou cunnait aussi 

//|«,), n{n^l n(n^), etc. 
et n{»-ih //(«-î),etc. 

es eotfnant la mite », , , . . fers le côté opposé. 



Aiui on a par exemp!*? 

M coanait aussi /7(nJ 

2. (|/(r+l)-.Kr)(K{c»-|-c)-K«) 

5. «^«-(K(c+i)-K«)(K(«*+«)+K*) 

4. », = _(|^(c4.1) + Kc)(K(** + c)-l/'4 
De MB Tatean «m dédolt canlte 4e miiTeUeB. 

Oa eenntt aussi 

n(— 1 + K(l — «^•), donc aussi IJ(ii,). o& 

- — . [(-l^-y/g . ^ 

» *~ it-i+y(i - c*)]. ✓(! - c«).[c^ -.1+ ✓(!-«")] ~ ' 
nÉbi e«tt» valear rend la fonmle itluolre à eauee fiie 1 — «* CM Actaiir d« A. 

Mèthoffp (if trovrer une infinité de formduà» réduetkm jMwriM trm- 
tcenda/Ue* elliptiques de la troisième espèce, , 

Poar tronrer nne formole de réductloa pour les transcendantes elliptiiiaes 
de la troisième espèce, il s'agît de trouver une relation entre deux de ces fonc- 
tions qui ne différfFit que par r;i[i[ioit au paramètre. Cette relation doit étTC 
dcduite eu diiïeieutiaat une touctiuu logaritbmiqiie lic la l'urnie, 

expression qui peut aussi être mise sous cette forme, 

A.«c tang ( «^) + a» ta>g ( + . . . 

Salraiit ce qu'on a va dans le dufilfe second, il eM alflé i» voir la nIb^ 
tien eatre lea deox fonctiona doit avoir la forme; 

En awttant — « an lien de se on anra 

Il faut donc que ~ soit une fonction impaire on de la forme x.Fi^x^). 
GoBaidénina aealeflient la foactioii A.ne\m%(^^^=S. 
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1+ ^ 

GoouM ^ ddt avoir la ffoirne C+ - , 4- , ^' , , fl &it m 

|( et étant des noaibrea eatios et peaitilB qaeleoai[neB. 
Bb différeaiiait on nan: 

et en a»l%liaDt par 7* et remettant la valeur de P*, 
CTealpà-dlK: 



en anbatiinant la valear de i^T on nua: 
loae 

Le aniaératenr de eetle firaeHon doit èbro de la forne: 

11 y a deox om à eiamlaer aelon ipo 0 cnt nw foaetiaB paire on fanpalre. 

Si <^ est ane fonellm pdn P oat nae fonction iaipair. Daaa ce eai» al 
/t'^fiF = t», la foactioB Q àa degié 2» — S et P dn degré tr^l; ai 
aa contraire /i = 1, b fonction |? eat da degré 8» — 9» et P da 
degré SvH^i» 

Si eat ane fonction impaire, est nae fonction |iairo. Dana oe eai^ al 
^-{-/»'=fv, eat dn degré Sv — 9 et P dn degré tr; ai an cootralre 
|i -j- ^•ss2fr+ 1, <^ et da degré tv — 1 et P dn degré <r. 

Déleminona ■alatenaat lea foantitéa A et A*. 



bigitizeci by Google 



On t ei fidnat Ps/^ et 

îSoit = — et X* s=s L , OB aura 



Bhto on a • v,. 

(cfxy + .(1 — X*) (1 — r»x«) = (1 + ?ix'f.{l + «^^*)'' i 
doue CD faisant x* = L et j;* = L , 



Ontire de Ift: 

mit ^ J \ y„ T* y,,^ )* 

if = 1+1^^. ^i^» 1 /[( 1 + + »)] I IX'/. v/[(l H J(r' ^ » . )] j 
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m 

«1 «m «■ «oliftttiiairt CM vdtan: 
Doue 

«il (i-Mw'Xi-t-iii^) ' 

et «■ gobstitaant les vaienre de l et de 
donc: 

j^— >^ ■ ^vC(u«KgS«»H , 1 I ifc'VIi(i+«'.)(c«-t-i».)] 1 
Ea tualUpliant par et intégrant on aarn: 

ou Mm « 4tai(uM '^K'*"X''-^'>] ptr «M, 
Oo tire de là: 

^ est la ionuile de fMnetin 
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est ane fonction de a; je la désigne par xi"). 
Bb mettant n Ura de il fint mettre zCnJssn. ft la place de n^, 



Sa sobstituaot cette valeur il vient: 



1 


A 







En général ou aura: 

Soit par exemple f = 1 -f- Q ~ on aura: 
(1 + bx*y 4- «•ar«(l — (1 — = (1 + (1 + 
d^eÉl'eotiK: 



1 - = K( i + «) - '^KC'^' + ») + », [K( 1 + ») - 1/(1 + - J)] , 

ce qui donne. 

^ l-.ta-.v^(H.«»)+ct/(c« + i») 

ou CD réduisait. 



». 
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XV. 

Sur la réêolulion algébrique des équations. 



pniUèMt 1m fiM isttffwsaete 4a rdgttra et oelol 4e la iMoHea 
algébrlfoe 4m éqoatlrae. Amui ea trooye qae praifinr toM ki géoMètCM 

d'an rang distingué ont traité ce sujet. On parvlat ■■■■ 41flcaHé à l'expres- 
sion fîf'nrrnle de» racines (!»■■> ♦'■qiinfions finatrn prpntîprs dft^és. On dé- 
eoovrit une mt'thode uniforme pour résoudre ces équations et qu ou croyait poavoir 
appliquer a nne équation d'un degré quelconque; mais malgré tous les efforts 
de Lagrange et d'antres géomètres distingues on ne put parvenir au but pro- 
|Mé. Cela It préaaner que la réaelatkM &s équations généralM était tajpM- 
aible alsébrifeeneat; naia c'Mt aor qaoi oa ae peavait pM 4écMer, atteialB foe 
la aiélhaie adoptée n'aandt pa cenènire à des eoodaslons certaiDoe que daaa 
le cas oit les éqoattoM étaient résolubles. En rffot, on se propeaaftée léaw- 
dre les éqiintinns, sans savoir si cela était possible. Dans ce cm, on pourrait 
bien parvenir à la résolution, quoique cela ne fût nullement certain; mais si par 
malheur la résolutiou était impossible, on aurait pu la chercher une éternité, 
sans la trouver. Pour parvenir infailliblement à quelque chose dans cette ma- 
Hèi^ U bat éooc prendre oae aatre, roate. On 4oit doaaer an problèoie vae 
telle fonte qall Mit tnajeara peoadile 4e le iéMNi4n, ce qa'oo peut lo^Jean 
faire 4ta prokièaM qaeiraaqoe. Aa Um 4e 4eiam4er aae idatira dent oa ne 
sait pn^i si elle existe ou non, il faut demander si une telle relation est en effet 
ptossible. Par exemple, dans le calcul intégral au lieu de rhercher, i\ l'aide 
d'une espèce de t.Uonnrmrnt et de divination, d'intégrer les formules différen* 
tîelles, il faut iihitot cIiltcIu i, s'il ejst possible de les intégrer de telle on telle 
manière. Eu preseutant un problème de cette manière l'énoncé nu-itie contient 
le geraie 4e la «oIbIIm^ et aMoAre la roole «plH fi»t preadre; et je crois quil 
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y aura peu de cas ou l'un ne parviendrait à des propositioiiB plus on moins 
importHiMi, dans le cas même où l'on ne saturait répondre complètement & la 
qacstioii k came de le complîcatiOD des eeleile. Ce qni e fidi foe ceUe 
thode^ qui eane emtrcdtt cet la erak» edeetlifee paioe ^'elle est le seule 
dset «s eett dTevesoe qu'elle peot eoadeire «s b«t prepoe^ e été pea nsUée 
dans les mathématiques, c'est l'extrême eesgrfieeftoK à Isqnelle elle paiait éice 
assujettie dans la plupart des problèmes, surtout lorsqu'ils ont une certaine gé- 
n^alité; mais d;ins bien des cas cttf» rfnitpliration n'est qu'apparente et s'évanouira 
dès le premier abord. J'ai trait»' plusieurs branches ile l'analyse de cette ma- 
nière, et quoique je me sois souvent proposé des problèmes qui ont surpassé 
mes forces, je suis néanmoins parvenu à un grand nombre de résultats géné- 
fess qui jettent un grand joor eor le setsre des quantités dest Is eoeselseenoe 
est Feljet dee snlhéttBlUines. Cest eertoat dans le celnil istégral qà cette 
■éttpde est ftcile à spptiqser. Je dosseni dsss une «sire eces^ss les léssl* 
tels anxqaele Jé ente pweim dees ces recherche;;, et le procédé qui m'y a 
conduit Dans ce mémoire je vais traiter le preli|ène de la rés<rfatioo algélnrl* 
que des équations, dans toute sa trénéralité. Le premier, et, si je ne me trom- 
pe, le seul qui avant moi ait cherché à démontrer I impossibilité de la résolu- 
tion algébrique des équations <;énérales, est le géomètre Ruffim; mais sob 
mémoire est teilemeat compliqué qu'il est très diUcile de juger de la justesse 
de son isisonneewnt 11 ne pandt qse son tslsemiemnit B*est pss toojenrs 
seWsfsissnt Je ereis fse le démoestretion qne fsi donnée de ce ttéorèmo, 
ne letaee rien à désirer dn e6té do le rigsesr; nale die a*s pss tsnte le si»> 
pUeité éoai oHo est snseeptible. Je sois perrons à sne antre démoastration, 
litndée sur les mêmes principe^ qei est pins simple es dÉOfehsst à fésosdco 
m problème plus général. 

On sait qne tonte expression al{ïéhrii|iie peut satisfaire à une équation d'un 
degré plus ou moins élevé, selon la nature piirtimlrère de cette expression. 
11 y a de cette manière une infinité d'équations particulières qui sont résolubles 



•IgébriqBCBMBt Do H dérivent notnvdhnMnl les desx pieblèsies snivssis» 
dsat b solsttea oompUlo oeaprend tonte Is Oéorie de Is réssistion slgéhriqM 
des éqnslions» ssfslrr 
1, Tramer tontes les- éqnstioBS d*^ degré délennlné qnoleeliqne qni soiOsft 

résolobles algébriquement 
S, Jsgsr si sue éqnstion donséo est résoinble elgébriqnemen^ en non. 
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CTest là considération de ces deux probli-mcH qui est l'objet Je tè mé- 
moire, et quoiijue nous n'es donnions pas la solutiou eonplète, bouiî iodique- 
MMil BéinneiÉB dès iMyMB ÉÉ» y ftiraiies. Od'ipi^<pM ilié énnc'pnH 
UinM «bot iMhMMl IMi entre ënx» e« eorle 

tomàain k oelle iA a»ooaé. Dawle AMid,-oes deax ft tf otè n» mai let^iaé- 
■es. Dans le oona ie« redieNèes «s pervieBdn k ploeicwB proj^orifloM 
fénénlM sur les éqiiatiou per Èipport à lear résolabilité et à la forae des 

racines. Ce sont ces propriétés «^'nèrales en quoi consiste véritablement la 
théorie des équations quant à leur résoiatîou a1<;ébrique, car il Importe peu 8i 
l'on sait qu'une équation d'une forme particulière est résoloble on non. Une 
de ces propriétés générales est par exemple qu il est impossible de résoudre 
algébriquemiMit le* éfriitieM générales panées le «putrièsn degrés 

Pour idns de islarté aoos ellose d'alierd analyser en pen de SMits le prs- 
Uème prepesé. 

VAùtà fv'est ee qne eeh vent dire qne de ^Mtftàrê élf Mp mimt à 
«m éf nation algébrique? Avant tout il faut lier la notion de eéite espresaltm. 

Lorsqu'il s'agit d'une équation générale, dont tous les coéfBciens peuvent par 
conséquent Hrf regardés ronime des variables indé^»endanfes, la résolution 
A nuii telle equafuni doit coiisisier à exprimer les raciTu >. tu fuiu tiims algébri- 
ques des coefficiens. Ces foactions pourront, selon la conception vulgaire de 
ce root, contenir des quantités eonstantes qnelcooqoes, algébriques, on non. 
On ponm y ajouter, ai Ton ?eH(, connne condifion paitienlière, qne èes con- 
stantes seront de méàe des quantités algAriqses; ce qni nediienit nn pen le 
problème En général, Il y a denz cas dlférenls selon qne les eoeSeiens 
oonttendront drs quantités variables, ou non. Dans le premier cas, les coef- 
Aelens seront des fendions rationnelles d'un certain nombre de quantités x, 
?, 2', 2", etc. qui contiendront au moins une variable indépendante x. Noos 
supposons que les antres sont des fonctions quelconques de celle-lit. Dans 
ce cas, nous dirons qu on peut stitisfaire tUgcbriquement à l'équation proposée, 
si l'on peut y satisfkire eu mettant an lien de l'inconnu une fitnetlOA algébrique 
de Xy 2, 2', 2", ete. Nons dirons de mène qipe réqootlon est réttbMê 
hrêfumÊOd, si Ton pont expriaier tontes les neiaes de celle manière. L'ez- 
pvession d'nne racine ponrra, dans oe cas de ooelEciens tarisUcs, ecntesir des 
qnsntités oonstsntes qndeonqnes n1gél»ilqne% on non. 

24* 
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Dans Ir srcond cas, où l'on regarde It^s coefiiciens comme des quantités 
constaotes, un peul concevoir qne ces coefficiens sont lurméM d'antres quantités 
constantes à l'aide d'opératioiis rationaelles. Désignons ces dernières quantités 
par a» /}, f^., ., now ilimui qu'on peut latfilUiB tlgébriqasMik à réi||iiiio 
pt«pwée,f*ii Mt poaribla «TeiimtaMr lae m plorimn laetMS aa A 
à raile 4'ttpéialiMB algébrlfies. Si r<m peut expriner lovtM 1m fadMB d» ' 
flatte aianière, wm dlronfiie FëfiÉtion est réMlnble algébriqDeiaeBt; a, 
pourront d'aîllenrs être qnelcontines, alfçébriqncs on non. Dans le cas particu- 
lier où tous les coefficiens sont rationnels, on prnt i^nnc <;atisraire algébrique- 
mrnt à l'éqnatioB, 8Î OM M phtsieiirs de ses racines sont des quantités algé- 
liriqaes. 

EfMHi avoM Aatfsgié deux Mpèees dTëfiialloiii» cdlm qtf ami fiaa W b to i 
alfébfffaaawn^ et oaUea «nxqoeUes ra pcat satiabi» algébriqneMcat En ef- 
Ib^ aa aalt ^affl y a 4ea éfaaIlaDB doat ane aa pkaieara ractoea aaat algâti- 

qneK, sans qu'où puisse affirmer la mène ahose sur taataa les lacinaa. 

Cela posé, la marche naturelle pour résoudre notre problème se prête 
d'elle même d'après l'énoncé, savoir il faut sn^stiturr dans l'équation proposée, 
à la place de l'inconu, l'expression algébrique la plus générale, et ensuite clier- 
cher s'il est possible de lui satistaire de cette manière. Pour cela il faut avoir 
Fnpivaahni géairala d'âne quantité algébrique et d'une finettan algébrique. Oa 
aura deae d*àlMMnl le problftaia anlvaat: 

"Ttoaror la fiMnnè ta plaa géoéiale d'me csfreaaioa aigébrifae.** 

Après avoir trouvé eatte fanée, en aura rczpwMiea dW radae algé- 
brique d'une équation algébrique quelconque. 

La première rondition à laqnell*- ceffo" expression algébrique doit être as- 
snfettie, est qu'elle doit satisfaire à une équation algébrique. Or, comme on 
sait, elle peut le faire dans toute sa généralité. Cette première condition est 
deoc remplie d'eUe^aiéaia. Pour savoir maintenant si elle peut être partienlarl' 
aée de aeile qa'eile aaliabaaa à Féquation proposée, Il fint dwrdiw tentes lea 
éfostleee aanyMllea elle pniaae aatiabire, et eaaaito eomperer eea éqaalieM A 
la yrafeaie. Oe eeca dene ee prebUne: 

Trouver teelee les éfaettene peaeftlea aaz^llea vae feeeUee algé- 
brique puisse satisfaîre." 

n est clair qu'une même fonction alir^t i iijut: peut satisfaire à une infinité 
dequatioDS différentes. Donc lorsque l'équation proposée peut être satiâlaite 
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algébriqoemeat, il f mtû deax «ts; «t eette éqtUtoa Mtot "It miM iàmét k 
la^pwHt 0lla piiMMi HtiifUTC^ m 11 ddt olrter me «toe de h furifee à 
kMpwIle «n» f«iiMMlMUi«^ fniMt degré Meiee élevée et «pl fat phe 

simple. Dans le fceaier eee, oous dirons que réfeiliOB est irrédHeHUi^ eC 
dans Tantre, qu'elle eeC nWeiffWif Le ftnklèaiB prepeeé m déeeapoM eteii 

en ces deux antres; 

1. "Jn^r si une équadon prnpdsi n est réductible, ou non." 

2. "Juger si une équation irréductible peut être sadsfiUte algébiiipeaeet, 
on non." 

CeneUdnme d'dNnd le eeerad freUtae. L'éfùllen propoeèe dlHit iné* 
deotiUe^ elle eet per li^ le plM elieple é^netie* à kqwlle rexpceeetea elgOiri* 
^ cherchée peum eetfeieire. Drae prar e*e«eeier ai die peet éire ealtefeMe 
ou non, a fiaet Aercber ré«|eallon le nelee âevée k- hfaelle une êiqpeaeioB 
aifébriqae puisse satisfaire, et eeeell» eoaperef cette éqeetiee à l'éfeatioa |ce- 
peeée. De là nait le prolili me: 

"Trouver lequatioa la moins élevée à laquelle une fonction algébrique 
puisse satifitaiitv 

La solution de ce problème sera l'objet d'un second paragraphe. On aura 
^1 teetes le» éfnliene iirédactihlee qui poammt ém eetielUtee algébrique- 
ment L'eealjrae oeadelt lez Aéerèawe eniveiito: 

1. **Si eee éipiatiee inédnctlble peot étn ettieiaite algâwlfaenei^ elle cet 
en mène teape féeoloble elgâiri^piéneiil^ et teetn lee radiée peuroat 
être représentées par la même expreeelen ea doapaat à dea radicaux qai 
s'y trouvent, toutes leurs valeurs." 

2. ' Si une expression algébritjue satisfait à une équation quelconque, on 
pourra toujours lui donner une telîf* forme qu'elle y satisfasse encore, ea 
attribuant a tous les diâereots radicaux dont elle t>e compose, toutes Ica 

vatoera daat fl» aent aMc^rtOtea." 

3. "Le degré d*Dae éqoathw Irtédnctible, réeefedde algétniqaeoiett^ eat aéœa- 
aairaMt le prednR d^ oertaÎB neabre d'ea p ee a aa de. ladicaint ^ ae 
trouvent daaa FeipreaBieB dee ladaea. 

Ayant abiai aïontré coanMat en peut parvenir à l'équation la moins élevée 

à laquelle pourra satisfaire une expression algébrique quelronfpif, la marche la 
pins naturelle serait de former cette équation, et de la comparer à l'équation 
proposéi^ mais on tombe ici daoa des difficultés qui paraissent insurmontables. 
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Car ^oiqa'bn ait aBsigric une règle générale pour fnrniiT ilniis rhaqnp ras par- 
tiCttUcr r«^atioh la pian Hrinple» 6a est lom d avoir par ià inéquation même. 
Bt ^Êàaà aikoe on panrieaOrait à trmmr cette éqnatioii, cMMMat jàger si des 
OMMttft^^iike tolk Mnpliésttt» pouvtiMt m efoi éli» 4gniii « oeu de r«- 
^■ilini fw peè fa. '«Miie je ,Mis pÉmemi-ln Imt irofMé en Aeiwpiit «ee-entoe 
ve«l^ twoir en génénlisaiit le proUène. 

lyAofi réqoation étant donnée, son degré le eèn.de méaitt. Il se pré- 
ieele diHic niklntenant d'uhonl ce problème: 

"Trouver l'expression algébrique la plus générale qui puisse sstisCaire 
à une éqaation d'nn de^ré donné." 

On est coudait Daturellemeot à considérer deux cas, selon que le degré 
de féfuafioo «et u aenlife freaier et noe. 

Qeoiipe Ben* ^«yens pee dené 1» eoiottoa empiète de ce preMène, 
■ éepi M tfiee It vwehe mtareUe de h eeletiee • conleit à plneieon pnpeettleee 
générales, très renwnpuUee en eUee-nènice» et fal ont coadeit à la iohrtieK 
du problème dont noue MU OMDpooB. Les pfaw iupetteetee de oee piepoiilieai 
sont les suivantes: 

1. "Si IL lie équation irrédnctible d'nn degré premier ft est résoluble algébri» 
quemeut^ les racines auront la lurme suivante: 

y = ^ -f- 1^/?, 4- y H, + . . . + v i?^.. 

où J f"f<i une quantité rationnelle, et Ug,R^,..,B^ les racines d'une 
équation du degré /( — 1." 

2. "Si une équatiou irréductible, dont le degré est une puissance d'un nom- 
bre prenier ft'^, est résolnble algébriquement» il deit arriver Tm de deu^ 
e« l'évnitie* est déconpoeable en /i*^ èfuatkMa, «Aasase da degré 

et dent les ooelBdeaa dépeadront dea équaliens da dq^ré f»*^; oo Mea 
ea poarra expriaier aae faeleoaqae dea raelBca par la fMramle 

4»à A eak «ne qaantlté lationaelle, et Jti, Ji^i* ..it, dn raeiaea i'nie 
aéaw éfHitiea da degré le ésater Éambn étant teirt aa pfan égal à 

1. 

& "St «ne équation irréductible d'un degré /n, divisible par dfs rtomhres 
prfmiprs différents entre eux, est résoluble algébriquement, on peut tou- 
jouTB décomposer fi en deux (acteurs fi^ et de sorte qae l'équation 
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fftpMée soit déodtipoâable en fi^ é^tioas, chacune) «h degité et 

les coefBciens dépfneJenf d'équations «lu degré ft^' 
4c. "Si Hne oqnalion irréductible du decrrr oii u est prcmii r. rst n-soluble 
algrhi n|ueinent» on pourra toujours ex^imer uoe t^uelcooque det» racines 
paf ia foroiiile: . ■•■ r-. > . ' • I ' • 

OÙ /* désigne une fonction rationaelie et symétrique des radicaux entre 
les parenthèses, et R^, R^, . . . des racines d'âne même é^[uatioa dont 

le de};ré est tout au plus égal à — 1." 

Ces théurenie») sout les plus remarqualiks auxquels je sois parveuu, iiiai.s 
outre r«la on trouvera dans le cours du mémoire une foule d'autres propriétés 
génénles dei racines» propriétés qvll sera trop long de rapporter IcL Je di- 
rai seuleMt m mot sur U nature des ndicanx qni fenrroet «e trovrer du» 
l'expreMfam des raetece. D'abord le trolatàne Aéraèeie fait .voir fie^ le 
degré d'oie éqoaliee irr éd i Mllli le est reyiéBealé {lar 

il ne pourra dnns l'expression des racines se trouver d'autres rndicaTix que 
ceux qui pourront se trouver dans l'expression des racines d'équations des 
degrés //['i, . . . /i^,*». 

A I li i* ili'H tiléorèmes généraux auquels on est ainsi parvenu, on eu a 
ensuite déduit une règle générale pour reconnaître si aoe équation proposée 
est résoluble, ou non. En effet, oo est oondoit à ce résultat remarquable que, 
•i OM éfttatiott tafédoelible est ideoleMo algébriquement, on ponrro daoe too» 
les cas tMMfor les raeioei i Foide de le nédiode de X^ynmye propoeée peur 
la réedolloK dee éqeatloes; nnrir, en eniveet le merche de lit^rmig^ en doit 
parvenir à des équations qui aiMt m noins une reciao qui puisse s'expriaMr 
rationnellement en les coelBciens. D y a plue, lM§NKÊ§t a fait voir qu'en peot 
ramener la résolution d'uue équattoe do d^iré à celle de équa- 

tions respectivement des degrés à l'aide d'une équation du de- 

gré . Nous démontrerons «jut* c'est cette équation qni doit nécessaire- 

ment avoir au moins nne racine exprimable rationnellement en ses coefficiens 
pour que l'équation proposée toit féiOloMa algébriquoBMOt 

Don^ oi eelte coeditfee o'eet pas reMpUe, c'oet ooe preme loMotootoUo 
qoo réf|utioB n'eit pee réioliiblo} wàm il eet à renar^r f ocelle peot dire 
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fnqlto MM' ipé MqKÊlàm mit m eSat léMWle ■IgéfcHfÉflaiMit. Pmbt le 
iMMuMn^ ffl lut Moon souwttra Im AfoilioM militiffwa» mtm «odOBCB. 
Cb|iMAnt d«u le cas où le degré de la |tef«eée est m ieabre premier, h 
première coodition suffira toujoars, comme eeoe le mootrerons. De ce qui 
précède, il a été facile ensaite de tirer eeaiie COroUlire fell cet inpoesible 
de résoudre les é^aations généreies. 

il. 

«POTVriiMMMHViv OT IM j vvmv ■mhwv w mw v^wpwpvotv mik wv^nwe 

Comne née» reveu reiieri|Bé plae hnl^ fl ftst «vent toat eeraallve b 
inné générale d'nne eapreaelea algttriqne. Cette fbme deit ae dédaire iPm» 

délllition générale que voici. 

"Une quantité y est dite pouvoir s'exprimer algébriquement en plusieurs 
antres quantités, lorsqu'on peut la former de ces detalères à l'aide d'an 
nombre limité des opérations suivantes: 

1. Addition. 2. Soustraction. 3. MnltiplicatioD. 4 DMsiea. 
5. Extraction des racines avec des exposans premiers." 
Neas a'avoBS pas parmi ces epératioBa compté l'éMnrtloas à des palssaa- 
ces cattères et l'extraetioD des radaes avee dea qtpossas ceaipeséB, parée 
faTeOes ae Beat pas aéceeseires, la preaiiève étaat eenteane soas k eadt^Bea- 
tla% et le aeoeade aeaa rextraetlea des radaea avee du exposans premlerSi 

Si les trois premières opérations ci-dessus sont seules nécessaires pear 
former la quantité y, elle fsf dite rationneUe et entière en les quantités con- 
nues, et si les quatre prciuii r* s opérations sont seules nécessaires, elle est 
dite rationnelle. D'après la nature des ^antitcH connues noua ferons les di- 
stinctions suivautes: 
I. 0ae ^aattté qui peut s'expriaier àlgébriqueneat en truite a'appefle aa 
anadbie àlgftriqae; al elle peat ^expriner radmiaelICBient ea Paallé^ elle 
i^^nielle va aoodhce rstienaél, et si elle peat être Coenée de IWté A 
l'aide de l'addltimi, senstraotlea et amllipileatioa, elle s'sppelle na aaa^ 
bre entier. 

% Si les quantités connues contiennent une ou plusieurs quantités variables, 
la quantité y est dite fonction algébrique, ratiwmelie ou entiirre de ces 
quantités selon la nature des opérations nécessaires pour la former. Dans 
ce cas on regarde coaune quantité connue toute quauLite constante. 
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A iTaUe de ces déiiuîiious oa établira sans peine les propositioni suivaa- 
te^ OMBoes députe 1od|^ temps: 
i tTne ifuaotité ^ expriatUe «ntUrmiaiÉ m k» quntttét «i, a** • • • «» 
pmft é(f» fimée pw Mdiflmi aanbn Uolté te temw de k fimw 

A,a^ . . . 

Jk émt m Mnlm cuUef est iH|y Mpt • . «Mm des iMMibffe rallcra m y. eoB' 

prenant z^ro. 

8. Une quantité y (>xprimaMe ratiODuellement ea a^, «^...«.jioun toujonr» 

. r 4 

se mettre souâ la forme 

où y, «t jf. Mot expriaite «utièremeit en les mêmes quantités. 
3u Un Mmbr» rstisasel posnt Urajours être vMsttç i ls ibnse 

9% 

sh et jr, sont des isnlifeB ealleis p esItUh, praiieis entre «m. 
4 Une Ibseyss estlèrey de plturieim fus ti tés variaktes sr^, x^^.-.x^ pourra 
tei||oan étrefsmée parraddition d'un nombre ttmité de tnÎMsde lafiDme 

A.x^^ .^r,"» . . . .r»"", 
où A est une quantité constante et m^, atg,...»!. des nombres entiers en 
y comprooant zéro. 

5. Une fonction rationnelle ^ de plosieors quantités Xj, x^...x^ pourra tou- 
jsocs se réduire i la fome 

fi ' 

on yi et y„ sont des fonctioiiN cndi l es ijiii u ont poiul de facteur commun. 
Cela posé, il ouus reste à détermiaer ia lornie des expressions algébriques 
en généfsL 

Quelle que sdt la tons d'usé eiqneaeiss algébrique». elle doit d'abord 
conteuir un nsnbre llaiHé de rudicanz. Désignons tous les radieans^ dttfS- 
reste par. 

et a e»t dalr qne la qnastilé proposée postks s'càq^ilHier ratiouuêlleaaent en 
ces mdicanz et es les fnaadtés eonnsea. Désignons eette ^niktité par » 
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Les radicaux qui composent une expresBioa alf^i'brique penvent être de 
deux espèces: ou ils sont nt-cesi^aires pour former l'cxpressioD, ou non. S'ils 
ne sont pas. néeedaaires, on peut les cliasser, et alors l'expression propoiiée 
fflotteBirt m naadwe tMtilne -ta ndieus. De li Jfl mit qnfM peut tonjoim 
snffoaer que les nuUeanz soient teb.ftfll .aoit inpostible d'eifiimer l'expre»- 
aimi- ai^gdliitifnie par «m piriiè dm. radioanx-qnl tlf trenvenl - 

Cela posé, comme le nombre des radicaux est limité, il s'ensuit que par- 
ut les ndiéaiix, il se doit trouver au moliiB un qui ne boU pas oontenv soin nn 

antre radical. Supposons que l^A^ soit un tel radical, la quantité Uj^ pourra 
toujours s'exprimer rationnellement eu les autres radicaux et les quantités connues. 

Maintenant ;/ est une fonction ntiouielle dei» radicaux et des qufntitds 
connues i donc on petit faire 

■9» 

1A.gf^.tA fft ^ expressions entièrcfl den radieux et des quantités oon* 
jffU^ ^Jjmc on pourra d'abord faire 

.où iVt A* * • • Q9* Qif- ^ expressionB ntioaneUeB des iprantités con- 
nues 'et des autres ndieanx. Or on peut eneore sinplIBer beaneoap cette ex- 
pression. D'd»ord déslgnsBS par 

les valeurs que prendra t/^ en mettant au lien de yRi les valeurs oi^Ri, 

u^l^Rg . . . «■^•~*.}^^, , (0 étant une racine imaginaire de l'équation «>i^i — 1 s=0} 

^ Iff^ m ^ V^il, et Is quantité » dispanltnmt d« l'expression dn 

prMuit 

et que l'expreBsion|f|.y',.y,...f/»>'^) sera rstlonneUe ea'yB^ 



M. 

On aura donc 
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«b s, est entier en les quantités couraee et ea iei nulicaiix R^^*,, Rj^»» . . . , et;^ 

}_ ]_ i_ 

enti«r tm Ito ^Aaalilés tMmm et les ndieunc il/i A^i^ . 

I _2_ JL ' ' • 

•- î •' I • * 

M M» 

Or on e 

iii- < ]îi±l L 
< /r,»». = if„ /î, H. =i2j,/î/. etc. ^ ^ î 

donc un poorra enfin ^apposer 'Si.;/ 

JL A BdL 1 

oà i*,, i*!» • • • ^Vi-t ^ poQiTont s'expriner ratimmeUemefU en les q;iuuiti- 

Cée."conniiei) et le» nidieaiu fî,>^>, A,i^3, etc. ' ' ''" 

' Maintenant les quantités P^, P^, '. . . étant des expressions algébriques, 
nato eoateMMt an ndicerde uioiBs, on poiMa lear knetire ««ne «Aé fonntf erai- 

blable à celle de y. Et si l'on désigne par R^'^- un radical tjui se trouvç con- 
tenu sous un (les autres radicaux, leç expressions dont il s'agit pourront se 
mettre sous ta forme 

l*,, * • • -^li»-! poorront t'expiiiiftcfr ratiemeUémèi^ en left* «[oantitée 

coooues^ et les radicaux 7^,**>, i?4''«, etc. 

En continuant ainsi, on doit par\-enir enfin ;» des expressions qni ne con- 
tiendront aucun radical, et qui par coaëéqueut seront ratiouoelles en les quan- 
tités 



JJtfM ee qai précède sons avoes besoin de distioguerv les:.expr«s^«mf 
algébriques selon le nombre des radicaux qu'elles ooaAfenDeoL Noos nous ser- 
virons de l'expression suivante. Use expiimriOa al^fln1i|iie qû,' ostav hà 
ipiai^léa cooniie%ne oontient qùVm iUmbre de » radteasx sera appelée êapreg- 

8$ * 
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sien algéhrùjMe de tordre n. Ainsi par exemple en soppoaaat coumes les 
ijnantités Y% et Yit^ la quantité 

sera ane expression aigôbriqito du second ordre, car outre, les quiotités Y^ 
Y^ eUe ne contient que les deux radicaax 

vaalM: 

1. Nom déaJigiieMv par A^, ii^, C., . . . «^raniiini algébriqoM A» 
l'ordre m. 

% Si dans jit->^^+-*-+l'iin-(v'^/ ' snlwatM à la 

jliM 4» niDoepilveiMiit v-l^ii» s^-î^li; . . . «i^^.^^A; «à « «■! 
«m ncipe Im^Mm de ré^nlion «(i^*-l = 0^ DMMdésigafl^^ 
doit de tootea lee qnaitilés ainsi formées par iZ4w 

S. 81 tooB les «oefieleiii dîne éqaatira 

y + X-sr-» H- ^- '/'•-' + . . . = C^, 

sont des expressions algébriques de l'ordre 7n, noas dirons que cette 
éqnafion est de l'ordre m. Nous désiguerons son premier neaibre par 
9>(y>"*)> degré do cette équation par ô(f {y,m). 
Cela poa^ noua allons aouceasiveneiit établir 1m théorènea anifanta: 

TMerèm L Une éfitfinn .telle fie 

1 î « 1 

0(1 <o> 'i>*>>'i*i-i exprimés ratiooaellement en w étant une racine 

iaiagtnaiie de H^ptikn «»i^> — 1 = 0, les qentitén eonnwt et lee ndicMui 
gjh^.,., deanera séparément: 
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, MMimulraHm SoH jfj^* =sz, w aora les deu é^ortiOM 

^' = yi = o, ■......(/) 

^ + H- • • • + ^n.^.^»* = 0. (4) 

Si donc les coefTirienR f^, etc. ne sont paségjmè 9in,z MTt ne M- 

cise de réfUtioB (d). Supposons qne l'éffaation: ' ' 

0=^ *o + ^^^^ + ■ • ■ 4- -^^-i-î*^ + 

soit une équatioii irréductible à laquelle puisse satisfaire «j, etc. étant 

Im ^nanlitte de la mèmb ottnre que <o> V-n et il m mtmkn qni eit 
léeeMtlmMnt Bolodra fm fi^. Tentes lee imIms de cette é^tlee detfent 
■e trèofer peml œllea de fëfiiatiee 

'y,=sa 

Or et 2 est une racine, nne mire quelconque pourra être refté e eerte jmt 

(o".;; donc, si k est plus grand qne l'unité, rétpiitien doit être eiCOrC eetli» 
faite en mettant iW.z au lieu Ac z. Cela douuc: 

d'où l'on tire en la combiuaut avec la précédente 

0 = #,(0)' — 1) 4- . . . + (m*' — 

Maintenant cette équation, qui n est que du degré k — 1, ne peut subsister, 
A aoiee f ne teee iee ceeflleieMi ee aoteet ÈÛf^mntt dgen A mko. ■ H ftat 
doee qe'ea eit 

ce qnl est Inpeecilile en remaniiiuit qne cet en nondbre prender. Il finit 
dene qne As l, or leela donne 

d'eb e=V^y,»-er 

ce ^ cet de bAm impensible. Lee dqnniionH (fi) nmrent doae lien. 

nderinie 0. SI nne dqnntien, 
cet MMnlIdle far nne enfiennien algébrique 

de l'ordre en n cet pha gnnid qne m, elle aera eaoere aatlaAdte en aielp 

tant au lien de y ^f^ toutes les valeurs '''•V ^i ^tc. 
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fU^rtm» HL' 81 Im ima. 4fntfrat: 

Wy,4^0 et . . ; ! . (t) 

dM^mllM Ift fmiêètt'tÊt imdbotHile» et n-=vn<m, mt me rtetae ooh- 
■une^ Il ftotr fue • ■ ' , 

«) = Ay. »«) • «)• 

Ëtt effet, ^nel soit <f^{y,n}, aoua pourrons faire 

^.(y, ^ = f{y, »') ■ <f{y, m) -f F(y,m), 

où l|î dcgi^ f^yt^i*) muindre que celui de y(y,m). 11 laat donc, à 

. : Fijf,m) = ^ . - • 
ce ^ ne f e«t nkeîster, à mofaie qu tovt les eaelMcM de éeMe. é^oi ti e e m 
eoient eépiréeMat égua à léro. DwOb qvel que eottf^ on a F(^iN)asO 
et per aeite^. . 

Hd w iw e IV. Si l'on a 

• • (£) 

on doit avoir eneore 

. •• ■ • * ' Il ■ 

Ba edh^ en obngeant dus l'éqaatton (() le ndleai «xlMear Ky, ane- 

eeaaiveinent en , y^ etc^ elle sera encore satisfoile. Ba désignant 
les «ileara coneapendantea de par f(y,m). «•) - • 9'^'*-*>(y»«)* 

la fodétion 9,'(y,fi) sera dtvlalBle par tontes oes fonetlons; donc anasl par leur 
prodni^ si eUea n'ont point de faotcan eemmnas. Or ai l'on onppoae par 
exemple qa« Tes dons éqaaiiens 4>'(3r»w) = 0^ ^tf»^ = 0 aient lien en mène 
teaipBy oa en tima: 

jf -f- ^.y^-' + + . . . = 0 

y 4- J'„ + /i'-.y*-' + . . . = 0. 
Or si elles ont une racine cumniuDe, elles doivent être identiques. Douc 
les fonctions <p{y,m), <f>'{y,m) etc. n'ont pas de facteurs eoainttns, par suite 
la fonetioa ^^(y,»} sera divisible par le produit 

»(y»-r(y,"») - 
c^eatFèrdire par 12i)»(jr,»). Dono. 
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V. Si l'équatiOB - \. , ; 

le sera de même. 

Eo «ie^ là eUe ne l'était pM» sopposons qvut - .| • 

'fj = 0 

soit une tefff pfiiiatjon. Alors iei» deux é(ffi^i/ofmip^jf,iit') — 0 et 9(jf,JM)=;iO 
auraient une rriciiie cuuimiine, et par suite ^ ,,| ^..^ 

ce est impewible, car le degré de ^«(y*''*') BMlnidre '«lae celni de 
»i(3r.*> Donc etc. . v 

Ce|ft fwièf, rjen n'est plv^ ftefle qne de ttAfnm;l*à^«a|ionJa 
9 iafuelîiD ppieee .^a^sfaire na^ evpreaaion alfâiriqmç^ : , 

Seitff» l'expression dent SL tfaf^ et : - ■ '■■.y 

et v(y) = o, ' .. . . •>. ■ 

l'egnntion iiréductible à hiqiH'lIe elle doit satisfaire. 

La fonction doit (i abui d tii c ilîvisiijie par ^ — a^. Or, ssi elle est (iivi- 
sible par y — a., ello ciit eocorc divinible par //(^ — o,^ = 9(^,1»,). Mais 
est irréductilile, donc i' (^) est de néaie dhMUe fati -tU.- 

. . . . ^^f iy,m^) = fr,(y,m^ , , ■ ■ ■ •> .: 1 ' 

eamitepBr. :. . nipi(y,m^ = <fj,y**ih ■'■ 

etc. »!' - . .' 

M^teaant les nombres m, m,, m,, ... fonseat une suite décrelseante, 
on doit dose enfin parvenir à une fonctioB 

où/A,.{.i = (J. Alors les cueMkieuh de cette t'onctioD t^erout ratiotuiels, et coui- 
ne elle doit diviser la Ibnction t^(^), l'équation ^ ■ " ■ ^■■■'< 

y»(ir,o) = o, 
aen pfédiéiéent l'équatten cbercbée. 

Le degré de cette équation se trouve alséiaenl. En eléit en a isiiiecêasl-' 



^ (y,««h) = — «-) = fHi • 

»»«) = ^ntp (y, m,) =s ^../i., , 

«»») = (y» »««) =ftm't^, ftm, 

• * • • V 

«fia,* 

inné le degré de féfialiM 

dans te cas où m^, = 0. 

De ce qui ffféoMe eé fcat naliteneet dédoire pfauleeni eouéqaeiieeB 

« 

Importantes: 

i. Le degnré de l'éqnation irréductible .1 l;i(]iielle satisfait une exprewion al- 
gébriqae, est le produit d'an certain nombre d esposans radicaux qui se 
'troevent dans l'expressioa algébrique dont il s'agit Parmi ces exposans 
M inmve toejenfs celai du radical eztérienr. 

S. I/caqpoeaiit da redteal eitérlear eet tei^oui m diviiew de degié de l*è- 
futiee inrédnetible à iafwlle eatiefirit me «qireeeio» «IgébflqBe. 

S. K ne dqeetfee iRédnetible peut être eetieUte ûgtMn^meat, elle eet 
en Béne teupe léeeloble elftibriqnemeaL Be éÊti, tm eue teétee les 

racilies en attril)uaDt dans a„ aux radicsex j^m'*'» Ifm,"^'» " • jfm^^ tout^ 
les valeurs dont ils sont nusceptibles. 
4. Une expression algébrique qui peut satisfaire à une équation irréductible 
do degré ju, est susceptible d'un nombre de valeurs différentes entre 
eOes, et pas davantage. 

$. 5. 

Sêw ta /àrmê d& faqwvMAa mIgArique qui peut êatufairm à mu é§iÊmtiM irréimiAk 

d'un degré donné. 

Supposons maluteuaut que Ip dr^ré de l'équation 

à laquelle eatlefidl l'aipeeeelm algébrique a. soit exprimé par ft j oe delt eveby 
eeeuve wwB. vnne ti^ 
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P r emie r cae: H ft egt vn neutre premier. 
81 1» «M vu mmbn premier, «m àeSt ifiilr 

et par nite, 



Lm «bUm noiiiM m trwmaft em Bettant an ttcn le y>, 1m f«le«n «gr 

«^«H, . . . oi»'~*.y«i*. On aura ainsi en désiirnant par 2^, z^,. . . les racines 
de r^uatioD, et en disant pour abréger ^. = «: 

i 2. ' JfcL ■ ■ ' ' 

J_ 1. Jfci " 



Blaiateoaut pour (jut* ci s (juiintiK s Mjirni tu etiet des racines, il faat gn'oB 
n'ait aucune nouvelle valeur en attribuant à tous les radicaux qui se trouvent 
àam les quantités p^, p^t p^ . . -p^i et s, les valeors dont ces ndicanx srat 



Soient p'„, p'^, P't*'"P'^i' ^ ^ système de valeurs aijtsi f(»3Bée% on 
doit «voir 

= Po+Pi'^'^ + +Pv^-i »'^-» ^ $ ■ - . 

et A ni! valeur 4tfëreate 4e «f ft répond ne valnr diffémte de «. En fid- 
laat done •«'s 1, «t, «*, . . . «t^-*, oa aura en désignant les valenn comipon* 
danles de «» par a», ' * 

" . =1»'. + p't*^* + . . . 

i. £ L L 



I 



Kn ^otaat il viendra, . 

m=m:.^»,S'^m\7^^!^p!.*^pv.^,,, 

Od trouvera de ném^ - , 

I ji 



il* M^-' 

etdelà =;^y^.*t^+î^.««»H + ?K^i'*'*^f 

Or Je dto qu'on doflt irôlirlr, =s^O^~<^-^ A • - • «^ 0. ' 

En effet, dans le cas couiiaire on aurait égal à UBC foDCtiou rationuelle 
de j, s'. P., p'. '"Pv^it p'wrii et par là z égal k me'foOGliMl MttiaMlle 
ow nonM qmntites. 

jiif»;-, P<-'"^ P»*' cxpruiier i^'^, !'', • • • ratiouoellemeiit p^. 

1 

P^*"'t doimendt*»* o» fonction rationnelle de s, , . . ., ce qui est 

iMpMiNde. Mais f^ Ym cherclie l'équation irréductible à ' qnrile pourra satis- 
faire , on trouvera qii»' non il('<-rf> doit être un nonihrc i omposé, ce qui na 
pas lieu. Donc Téquatioa (a) ue peut avoir lieu à moins qu'oo n'ait <j = 0, 
<^ = 0...<«„, =0. ' 

Cela donne: . * , ' 
-ii;l iiil -il |fMi. -.,!i £ I • • JtLV* . 

etc.*:' . , -• 
On conclut de là: 

■• • jtL ■ • i. ■ 

1 2 K-1 L 

nais . S',w'.*»*-i- y^M*.*»^+ . . . -|- ïii-i-"' • *^ =6i'.*''*î 
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dooc , I 

et par suite 
On aura doac 

JL ^ 

as #'i»=^^ir; èic. ' ' ^ .i;'-' ''''^ 

Or Boni aroui - 

n'a + " + . . • = + "Fi*^ + r • • + «V»^»' + ' . -l' ' ' 

•■. . 1 ■. : .;: .•■II. ,j -1 iivli j !-.••-■ jo: 

donc oo ea tire 

L ■ ■ 

M i hrtiim i i t pQtefw 9 M pe«t avoir qit« ronê <|ef yt^epat, % S,,..ft~~i, Û 
«'ewnrit ^ pt^.s n'aura qu'un MMihr». «r ^ vaievs diffifimiei. doit 



à «ae é«piatkiii fni68tM.M^plD8.d« 4egcé i . . 

Oa peot faire as et «Ion oa awa ' milt i^-v < i 

2 2 • Jiii 

1 1 A - ..tL- 

1 ». . ,, 

Je di8 lunintenant qu'où pourra exprimer les ,.^uialités P^t P»>" 'Pp^-i ratkuH 
neliement en s et les quantités connues. ^ 

On a 

J». = ^(^ + «, + - -•. ^^«■^^^^^ . 

* ■ • •.■ ^ V, 



Dfcitize( 
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De là OB tire: 

;,,, = (l)•'-^(^^+«■^.2,^-...4-«r^•»-»).i^)(^,^-c•-^^,4....+• 



• s»'» 

(Lb suite «îc cp mf'moire qui, ce qnl eit bien k tfgretter, n'c^t pas termir»*, cnn 
aiate M«l<iMBt duu lea notice! tbrégéea ci-desMua, d*Dt ii m'est biea niiuti, conune 
IM tes Mtat. 4« àteèUr ue pwifo, nita jMqAl finiMit mb fti tmrt. 

MM 4t ffiiiiii.) 



1- • 



c'est-à-diie ' 
tml <|iie BOD 

*r* + • • • + ^ =(*! — «t) ('i — *i) • • • (»i — «») =0. 

Oraeit 

=*- 

(*i + -H + + • • = (*â + "i-^ + «A + • • 
1 1 

1 ^ . . . • . 

i. ' 

ce foi est lufOBslble; drae 

f , bjtm.* ratiOBiiel en « et m lei fUBtiléii cfWBBee. 

Dooo 

1 * ' L Jii 
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Soit P=zQ réqaatioik la moins élevée en * du degré »>, les y racilies de 
cette Ration eereot de la IbnM» 

Mf, m%... «»(♦-»> se trouvant parmi ccUes*ci 
2, S» 4, . . . /( 1. . 



sseetief, *=fiwteiir 4e ^ — 1» 

Soit M «ee ndne primitive pour le nodidé fi, e« poon 
«, pw 

SoieDft «» les valeoFs de-j^ e« d<rit avoir 

I 

m»— 1 

=r entier, 

k = facteur de ft — 1, 

a =11^. 



SoH 9 » vue autre raotne 



«B eera cnoore ane. 



T 



I 



ffPKft, 9^<fi\ taieib»>j^ ¥'>k, oe fui est eootra fliypoditee; toc 
1m ndnM 4e réfMtim 

P = 0 

penrant être nfcésMrtées par 

8 

Le degré de réquatiee PssQ doit doee être un fréteur it ft — 1. 

Désignons par e«, les radscs devieedroet 

M, . . . où V*» = #. 
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On a encore 

». = (/'{'jy(A*.))'*-'(/'(*)>-^.--* 



aa«-l ■i'W-< 

+/î-»)(*)^"r+/ï«-o(,)jT"+/-<' ' • * + • w.*~- 

+ +SP,(*J.*,'ï"+9,K).^,^ + ---+»>i(*^»)-«V.i* . 

*•• m> H* m* 

»!«-' . »*-» 



1 ■(••-1)» I ,«•* it"-')» 



1 .log,. = losA, + ^log«+i!^log«, + log fl. + . . . 

... «ai w^a-i . 

4*- igt^sst{4r^zA^).tt^^i p . 



*^t, J^_2, j,.,, . . . fonctions rationnelles 
de s, j,, Jj, . . . (), (>,... (>»_|. 
^(y* • • i^t, " Cv-i) ien bctonr de P^vr toates Ira 

Dwo le dfl§ré de .f(y) eel diviefbte par . . 

n y a deax m: 

' ■ ■ . , 1. si . 

Dans le prenier cas: 

y =/•(*, . . e, . . . Çj^,). 

DuM le MeODd on: 

^(y. *» *i» • • • ^« . • •)*=y''' +/(*» f, • • -Jy"*"* 

+ A* *!»••• *,--)y^ 

+ 

Soit z — F{<t, s, s^'. . . ç, Pj . . .) 

z n'ubtiendra ponr les tliffércnts radicaux qu'un nQml)ro de /i^ valeurs différentes* 
ilooc z sera raciae d'une éi|uuliuu du degré /ts Par suite 



\ 
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^(y) = 0 



fiif.Vii. y, ...) = o, 
...=i;QfG»1^'d* l'wi» •..) 

) = 0. 
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TLYt 

Démonstration de linéiques formuies elliptiques. 



f. 

tSoieat Aj, a^...b^, b^ylt^... des ipiantités ^aelcon^uen doat iuiie au 
moka est «nliUe. Soft 

^ss4» + «a' + • • •> 

f = *•+ *i* + «p^»" + - . 

et rappoBOMi 

I. ji»—|p«(i^c**«)(i 9»iK*— 
oà il wt une emMturte. Alors jo di» qu'on aum 

ea détenninaiu convenablenient le signe des qnanti(/>s o , O^' • • • 

Détnotiftration. Ea posaat daa» l'éi^uatioa (1^ a; égal à Tune des quauU- 
tc« 9O, , . . . 90^, on aura, 

M bIeH ea feieut xssstp% 

IMsignoiMl le prei^ nembre de l'équatiaB (8) par ii; e« Mm, ee éiimlbiDt 
far rappeit à et . . . 60, b^... 

en le aigne â te rapporte aenleniaDt ans foantitéB . . . naiB 
ail» — SfAr (1 — «•«*)<1 +e»**) 

Done ea mettant penr p aa valenr ±:q*f%»Fi, et pour ç aa valear ^ > 



è 
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JL'éqiuition (3) deviendra donc 

Or jr = 9^ donc dxs=dl^.f^,F^\ par suite 

A i_ ^V^P — Mf) 

Le numérateur ± t(pdq — qdp) est une fondjoa entièw d« «a la désiswilit 
par et faiwuit (^) = M*X «■ 



Soit ptrar abréger ç>«.=sap., Féquation iir^ente domera:' 

DOBIÎ • 

Maintenant le degré »le la Umcixon eatière ^<«) eit nfoesnirement moin- 
dre que celui de i.(x); donc, d'après nu théorème connn, le seooad nombre dO 
l'équation précédente s'évanouira. On aura par couâétiuent: 

± ± rfO, ±, . .± ift^ = 0. 
De I& on Ure on iotégrant:' 

ot par mile: 

c q. r. d. 

Le »i<rnc dos quantités 0,, 1».. . n^est jiao arbitraire. U est le mène que 

celui de l'équaùaa, 

2. 

Je suis parvenu à ces deux torinuies: (Voyez Tome 1 pag. S80) 

8k Su 
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m 

■dnée |Mr la formol^ 

m faiMmk j; = 9t. 

Si Ton développe la fonctioa Boîvait les pnimaiicei de I, tt est chir 
qv^mi nm m résultai île U former: 

•"•"TOIiT"*" 1.1.1. ï^»...(*i+i) "*"••*' 
«NI A^, . .X. . . août des noadkree ntiounele et néme eetiera. Oe anr» 
de némc^ en développut le fenctton /*0: 

+ïr2:87r i.2,..6 i.a...2i. 

Be verte de eee ferfmlce les denx équitionB (1) deeaereet, en dévelo|h 
peet eehriiit lee peiaiaiioee de «: 

% 3ic Sic 

_£î 3«.-^4^+ ^^'^ — = 0. 

•«+1 ^+1 ^+1 

Tt an ên 

4- 5^1. =lJ..(iL)*^. 

La [treiiiit rc ilc ces formules a t ii; Uuuvée par M. Caucky dans btfs exercises 
de Matliéniatiques T. 11 pag '2ti7. 
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3fèfhode générale de trof/rer ih'.t fonctions (Ptmp sertie qnnntifé rariahît' 
lorsqu'une propriété de ces fonclUms est expriméf} par une équation entre 
* deux variables indépendantes. 



Cloleiit 4r et y deax «purtitéi variables iad^tendantee, «, r» ^«tc. de» fmio- 
tiom domëee dexety^et^y^F etc. des fonoUena chereiiéea entre lesquelles 
me rdattOB est exprimée par uae équation F=0, comprenant d'une mauière 
quelconque les ipiantités .r, y, </■«, Fy etc. et Icure différentielles. On 
pnnrra en général h l'nidr do rettr seule équation trouver toutes les fonctions 
inconnues dans les cas où le problème est possible. 

Pov tnram l'iue dea fonettsM- 11 est dalr qu'on doit ehereher une équ^ 
ttott où cette fonction est In aenle ineonaue et par oonnéqoeiit duoser toirten 
k» antrea. Cberebona done d*àbord à chaaaer une fenetion inoonnne par ex- 
emple tfK et ses différentlellea. Les qaantitt's .r <•( y étant Ind^pendantM on 
en peut regarder Tune, ou ane fonction donnée des deu.x, comme constante. 
On peut donc dlfréfr-ntieT l'équation Ft^O par rapporta l'une des variable» x, 
en considérant « cotiiute constant, et dans ce cas l'antre variable y doit être 
considéré comme fonction de z et de ». Or en ditTéieutiant l'équation F = 0 
plnskiira fois de suite en ■sfpoaaat te constant, il ne se tnravera pas dnnn les 
éqnatlons résnitanlea d'antres fonctions de a que celles qni sont oempriaes 
dans réqnatlon F=sQ, aavoir 9a et m» dilTérentielleB. Donc ai h fonction 
F contient 

(f ri^ difct, <!^(ff(, . . . d^cpny 
on obtiendra, en différentinut rt'qiiatinii y=zO n l fois de suite dans Is sup- 
position de a constant, les ti 2, équations suivantes: 

r= 0, </r = 0, </»F= 0, . . . F = 0. 
Blininant de ces n^t équations les x 4- 1 quantités incoonaes 

fa, Jfa, «f^tt, etc. 



il en rémdlen ue éfution F, = 0 qui ne coatieMia ni la fimetiM ai 
(Ufférenliellea, mais aenleaieat lea fooctioB» Ff, etc. el. lewa Afféreattollcft. 

Cette équation « 0 ponm natateaaat être tnilée de la mèmt minière 
par tvsfOtt à Tane lea anttea fMietioaa iaeonaaea ffit et oa elrtlendia nne équa- 
'tion = 0 qui ne rontiendra ni tpu oa s«s difTérentielIes, ni on aea diffé- 
rentielles, tiiaus seuU-iiicnt Fy etc. et les diflcrenticllcs de ces fonctions. 

De cotte ruanière on (iciii rontinner l'iUiniitintioii des fouclions inconnueK 
jusqu'à ce qa'ûii est parvenu a une équatiuu qui ne coniieut qu une seule fonc- 
tien iaeoBBne avec ses différentielles, et en regardant maintenant l'one des quan- 
titéa variaUea ooaune eonalante, on a nne équation différeatioBo eatre la foao- 
tioB inoonnne et rentre varîdile d'où Ton ponrm done tirer eette fonetion (ar 
intégration. 

On pcnt obaerrer qo^ aaffit d'étiminer joaqu'à ce qu'on aura obtenu une 

équation qui ne rontient qne deux fonctions inconntios et leurs diffi'rentirïHes, 
car, si par exem[ik' les touctions sont (fn et. f{}, on pourra, eu siippcsant fi 
constant, exprimer .r et y en fonetious de a à l'aide des deux équations <tz=u 
et /? = r et parvenir de celle uiaiiière à une «quatiou difierentielle entre ifa et 
« d'ofa l'on puurra par conaéqnent trouver qw. De In néaM mudèn on trou- 
vera une éfoatioa entre fp Hfi 'i» dètenalnaat « et y par lea éqoattona asse 
et fi^fi, Cea foactiona étaat aiaai tronvéea, on trouvera ulaéseut lea aulrea 
ronctiona à Falde des éqaationa reatantea. 

De cette manière on pourra donc en ^auéra) trouver tontea les fonctions 
inconnues, tant que le problème est ftosvihle. Pour examiner cela, il faut sub- 
stituer les valeurs trouvées dans ré(}uutiuii donnée, et voir si elle est satisfaite. 

Ce qui précède dépend, cumiite nous venons de voir, de la difl'érentiation 
d'ttBO fMOtion de 2* et y par rapport à x, en supposant constante une AuMStloa 
donnée de ar et ^ ; y est deoe fonction do » et daaa lea différeatiellea se troaveat 

lea exprewlows ^ , , 4^ > ete. Ces expresBlons ee trouvent aisément 

en dilTérentiani I Cquaiion n — r jiar rap|)ort à x et en supposent y fonfstion de 
X. En effet, ou obtiendra les équatiouj» !jui\antes: 

rfj» djc.d^ ' ds ~^ dg* dji-' dg ds' ' 

ete. 
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M l'on tire 

(—) 

(t) (^)' (t)' ' 

6(6. 

La méthode générale de réHondre Téquation F=iO est applicable dan» 
tous les OM oii l'éliniMifim peut s'effectuer, nais il petti anrirer 'qae cela ne 
soit pas possible et dors II Itnit avoir reoovrs an oalcol des dUTérences» Mais 
ponr n'êtn pas liop loof» Je se st'occnpeiai pas lei do ce caa^ smis Je renvoie 
le leeiear an haienix trité do cale. diflT. et du cale, inlégr. tosie m p^. 908, 
oA ToB tnwvora eosunest os doit s'y prendre dans ee eas. 

Noos slIoBS «fpliqver la théorie générale à piques exemples. 
1. Trouver la fonelion 7 qui satlalUt k l'éfuitioB 

f étast sne IbnctkMi fnekonqiM domée. 

En diflérealiant cette éqoation par rapport à » en snpposant a constant 



avons vn ^0 



*• . (f )' 

cette valenr étaiA snbsfitnée daw réfosUon einlessns on obtiendra après avoir 
mnkiplié par-^: 

Faisaot maintenant ^ constant, tléterniinaut x et y en ^ par les (Umix équations 
Y=.Cy (i = P et substituant leur valeurs, on obtiendra entre 7,/^ et fi une équa- 
tion différentielle du premier ordre, d'où l'on tirera la funciian tf§. 



216 

Soit fi^; y, '/rA 'tr) = 'h^ -f f y, 

on aura = 0, f'iy) = 0, /-'(g^/^) = 1, fin) — 1- 

L'é^Uon deviendra donc 

«n tire de là eu intégraot 

dis âOL âff 



J -yr- -j- -jT- 



Ob in»it «iaément fne an» dininier la généraitté 4a pioblèaie w |Nnit ftin 
et r«sy, et «a ann 

'^—0 ÈL^Q. *L:^t 

Ayant donc y« = f a; + yy, 

oa en coudât 



9«i 

eà y est aanMMé «OOMaat après la différeatiatioD. 
Ap|i]ii|mMUi cela i la recherche du logarithme. 
On a tog(^) = log ar 4- log y, 

lia „ da 



•ibatHiwat ces valeon oa «bUeat 

donc l'ifî' =''^— • 

Si Ton vent trouver Tare tang (x), on a 

are tang^-^^) =^ arc tg. («) + arc tg. (y)» 

' -4- y 

doac • -3 

et par aoîte 

f/x ~ l — sy "f" (1— *3r)* * 
rfx _i_i__£(i±ii.-— _Lt£L,. 
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On tin de là 

(#) 



1+1* 



et de là 



fipt, fh 97) = 9§'Vr —9*'99 
en fidSMH ^=xetjr=y. 
On aura donc 

L'équllon deviendra denc 

donc 1^ = . ^«^^^ 



fi—) 

et en iutégiiiul logyd;= — ^ . dx. 



(^) * 



on Mim ^*=5e . 

8oU pir eiefliple «ass^-f-y, on «m 

et ■ = c". 

Soit a = o.;^, uu aura 

Tone MMBd. 



I 
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donc «p;r = p«''°«', 

c'est-à-dirf <(j-- — jC. 

Si Von rh> i rlte la résultante R de deux forces égales P doit les directions 
font uii aii^'ie égal à on tronma ipé Rs^sP.tpXy où <fs esj. une fonction 
qui sadBfirit A réqnatioik 

y*' w = v(« + y) + sK* —y) 
(Voyea Polmon trtité de mécanique Tome 1 pig 14) 

Pour détendner cotlé fonction, il fimt diffénmtlcr YéqiuSim pur rq^port à 
;r en snifpjNHUit y -|- jr= oonst et on anra 

ifx,93f + V*. y) 0 — 5) î 

nais de l'équation * + y = e on tire ^=s— 1. 

SnbntitaaDt cette valeur on oijtlent 

(f 'x.tfy — qx.ff'if ^ 8ç'(ar-— y). 
Dilférentiant maintenant par rap{iort à « en supposant «•-'yseonst «m anra 

«r l'équation «-—jrBtf donne ^ = 1, 

donc 9^'<9>jr — qfS.fp'y^O. 

La mq^oailiiw de y eonnlant donne 

d'où l'on tire en intégrant tfx — u cn^< -Lr -|- y) 

rr, {} et y étant des constantes. £a détennioant celles-ci par le» conditions du 
problème, on troavera 

.a=2, iî=l, y = 0; 
donc ^ursSeonàr» et par tuile JSsflF.eon». 

S. Détermina les .trois foneUons 9, et if> qui satisfont à l'équation 

où tt est nne Andion donnée de ;r et db y, et F vue fiMMilon donnée des 
quantités entre les parenthèses. 

IHffércntiant réqoatioB par n^port À 4r en supposant a constant et écrivant 

ensuite — Ttfx\ * ^'^ obtiendra Téquation suivante 
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d* ■F"x + .F'(çj).9'j->-., « . ^ 

da Fy-i- F'(fy) ./'j + . . . ' 



Si dans cette «fiutioii ee ftitt y ceinriaBl^ on a vue Apetioe diffirailîelle eelie 

if xcXx d'où l'on peut tirer tpx, et si l'on fait x constant, on a ane éqaatioÉ 

difTérentielle d'où l'on peut tirer fy\ ops (Ipmx fonotion>^ étant trouvées» la fono- 
Uon se trouvera sans difficulté par I t-quation proposée. ' 

Exemple. Trouver les trois l'oDctions qui satisfont à l'é^uatioa 

Vi.' + y) — VX.f'y-]rfy.cf'x. : 

Oa a ici F{x^ y, ifx, if'x /y, f'y)=^ ffx.f 'y fy.if'x\ 

donc F'a? = F'y = 0, F'{(fx) = f% F'((p'x) = fy, 

F'ify) = ^% F'ify) = 

de pWs a=x-\-y, 

donc ^ = 1, ^ = 1. 

Cet valenn étant snbstitnécfl, on aura 

ou bien ffx,f'y — fy.^'x = 0. 

Faisant jf eonstant on tronveira 

^ B « .sitt(fcr -|- tf), 

et si l'on fiât » constant 

/^ = «'.ain(lîy + «'). 

On tire de là 

q>'x = ab . vnsibx + c), <p*x = — «é* . 8iB(//x -\- r) 
fy = a h . co,s(% -f C), fy = — a'b* . Hin{by c% 
Ces valeurs étant substituût'b dans la proposée, on obtiendra 

%lj(x -j- y) = aa'6(sia{bx + c) . cos(by -f- c') -j- sii)(/>y -j- <•') . cos{bx -\- tf)) 

Les trois fonctions chetdiéeB son]t donc^ 
9« s= « . Bln(ftir + ^ 

Si l'on fait «««' = 6=1 et essc's«;0^ on son 

28 « 



1 



2S0 

(VWW 

tfx = sin X, ftf=^ siii y, va = Sta cr, et par aolte 
Traurer Im trois foMliou qui Mut détemiiiéei pw réquUM 

+ ») = A*») + v(* — y)- 

lMlfffîr<illl1Wit ftr niffort à « en supposant x -{-y constant» on nm 

Maiatoiittnt poor trouver y, soit z'j^ = t* et u; — y=^<h on aora 

fp'« = k.a 

Pour iromor f, «oit ay=as^ et * — 7/ = c, oa ton 

donc ffi = C-^r'^. 

Ces valeurs de 9» et /''^ étant substituées dans leqaation donnée» on obtieuln 

+ /y) = c" + c'xy + 4- (-^ ^ y)' 
Pour détemtaKT % soit ;p y = a, d'où Ton tire y = a — «j 
donc 

^p«=<!-+«'*(a-*)+A'+ -| (2a:— «.)'=e'4- 1 ««+A'H-xa(C-2A:H.(2A-* ')ar«. 

Pow ipe cette équattonooit possible, î1 faui que x s'évanoDisBe; iUmm on aura 

gjt — c' = 0, et C = ik. 
Cette valeur étant substituée donne 

'qof toot le* trois fonctions ekerchèes. 

Comme dernier exemple je prendrai le suivant: 
Déteminer les fonction» (f et f pnr ré^tintion 

<f{-^ + .'/) = -h f^- fy- 

En supposant x -\- y =^c, et en différentiant^ on obtiendra 

0 = (f'x.fy — tpx .f'y -I- fx. <fy — fx .<f'y. 
Supposons de plus que f{0) = U ot 9(0)»sO^ et nous Mnms en posant yc=0: 

0 = — + 
donc fxssifae-^-tff». 
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SdMrtltQMt cette valew de fx et fideaily eemriaii^ on un 
et ea biégcwt 

Connaissant tfx on connaît aussi fxy et en snbstituant les valeare de ces fonc- 
tions, on pourra déterminer les valeurs des ^antités constantes. On peut 
supposer 

«•5= — c»=:~-JL_ et « = — tt' — Y—\^ 

ce qui doutera 



et f*^- ^ = co«». 
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i. 

Ltt vaUur de l'esprettkm f{x+]f^ — + jv' — !)• 

Mjmqne 9 «rt nie ioBctim algébrique, logeiidMih|ne, eEpenCMtielle oh dr» 

cdiaire, on peut, comme OD sait, toajoure «spdnev le valeor réelle de 

ç(.>- + ^/\^ — 1) + ^(^ — — 1) 8OUS forme réelle et finie. Si au contraire 
tf conserve sa généralité, on n'a pas que je sache, jusqu'à présent pu l'expri- 
mer sons forme réelle et finie. On peut le faire à l'aide d'intégrales définies 

de la manière huivantc. 

Si on (tcvf'Ioppe ç(ar+y|/' — 1) et tp{x — yY~^) d'^prt» •« tiléorènie 

d»; Tnylor, ou obtient 

donc 

Pour trouver la soninie de cette série, considérons la série 

t'* /-* 

(f{x -)-/) = ^»-\-t.i^'x -^--^.<jp"x-j- ^-^.ç)"jr4-.-. 

En multipliant les deux membres de cette équation par e~*''*, et prenant ee- 

suife l'intégrale depuis / = — 00 jusqu'à / = + oo, on aura 

Or y ~c-'''. /*•+». «tt = 0; donc 
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C«uidéroiis l'intégrale 



_ _ » ^ 

/ "-"•■!» «■» l.a.6...( 2 >l — y/TC ^ 
^««^p — ■;iïîT-'^- 

Cette tiImt étant nbeUtoée d-ilefleafl, doeie 

En miiiupiiaat par er'*'\vdv, et prenant l'intégrale depois w = — oo jusqu'à 
«ssoa, on «Atiendra 

Soit «y » on « /"Vv.tr*. A,=^i /"VPV/S^.djf. 

•f— V » / l.«.ft...(2« — 1) jL » 

done yj^*-"''' .v-^.dv = (-O-V^ j!":'. ; et jiar suite 

Rn substituant cette valeur, et divisant par on obtiendra 

I«e second membre de eette éqmtioa est égal à 

9{» + wV—i) + v(« — 1); 



doie 
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Posant jr = 0, on a 
9i»V— i) + 9>(— yK— 1) ^y^«to.«^v.y[]^v«.r*'«*.A. 
Soit par exemple 9^ = 0^, on aura 

dose OM y B= vther^.J'°'^'**,it', 

or J''e^"\dt = <i^.é^ i 



Si fa» fait v = -i, on aura 



En (lonnnnt d'autres valeurs à on en peut déduire la valeur d'autres inté- 
grales définies, mais conune mon but était seulement de tlétemiiner la valeur 
de ç>{'X-\-y — 1)+ */ (-^ — î/V^ — J® occuperai pas. 

Je remarquerai à la fin que de la même manière que de l'éqaation 

Y(«)=y^'^ï^ (voy. Tome L pag. 27) 
j'ai trouvé 4, ainai de ré^aation 

fai trwfé la fonefîim 9, ov ifr et f août des feaetion doneéest rintégnle étant 
prise entre des limites quelcooijuen» naal» la selntton de oe pvolilèaM est trop 
lofigiie pour être donnée kL 



SI Ton développe la fonction 1 Y.fiOt y en «lérie snivant les 

ces entières de >/, en posant 

les copfneioiis /f , etc. Ront, comme on sait, nombres ic BemouUi. 

(Voyez Ëuleri Institutiones cale. diff. pag. 426). 
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Ob a 

(Voy. Euleri institut (aie. diff. pag. 425.) 

et en développant le second membre en série: 

+ ïrM' + ^+ »■+•••) 



En comparant ce développement au précédent, on aura 

l'intégrale . 



Osa 



Y = r< + «r*-|-ér««4-,..; doue 



Or y*r*.l^».A=ai^. 

Cette expression se déduit de l'équation i'(a)s=^'djr^log— en y fai> 



■•Ht «=fi» et «=0^. 



nais d'après ce foi précède oa a 

•"r-js-l-lii--!- i.î.»...2« r(2« + 

donc rhi^'-'-dt r(2») ^ j — a'"'^-^'" . 

et par eoaaéquent 

A 2/1 y ^ /'»-'. f/< 

■ ~ '2-"-» Tr*- J o C — 1 



TgMWCMd. 29 . 
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En mettant tn au lieu de /, on obtiendra enfin 

AiMi Um MoadiKS i» BemanlH peuvoit être eii^rinés d*ui« MMlère très 
ifBpl0 par des f nlégnles défiiies. 

Dp l aiiti t côti' on voit aussi, lorsque m est un nombre entier, que l'cxpves- 
I^QQ iil!l!_lîL est toujours rattoanelle et égale à . -rf», ce qui est 

•BtOB KBMniiiable. Ainsi on aura par exenpie en faisant »s=s 1, 2» S. etc. 

4 

etc. 

Maintenant h l'aide de ce «jui précède, on pourra très facilement exprimer la 
fonction ^<fx par une iatégrate définie. 

On n 

jap*=/9«.^— iv* + A,.^^J^. j^-ir A' 

En aobstllnant tes valeurs de Ai, J„ ete. on aura 

«, ♦(-+iK-i)-».-a-F+T£rT-f— • 

H*— V*- TT iï^ + 17278 4 îti- 
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Ua tire de tà 

Cette valeur étant aiibatUaée daa> l'ei^ression de £ifx^ donne 

Cette expression de l'inti^grale fiaie d'une fonction fMlcOBfne M favatt tièa 

remarfpiahlc, cl je uc crois pas qu'elle ait été trourée eapanmat 

De l'équation précédente on tire 

On a ainsi l'cxprf^sioii it'ane intégrale déËnie très générale. Je vais ûUre voir 
l'application à quelques cas particuliers. 

1. Soitfitirse*. 
Dans ce «as OR a 

donc — — =<»'.8in-s-; 

Xv^ — 1 X 



f. 



et par conséquent 

nais 2]b«=~^ et^/&>d;s8sf } doae 

n 



l'on fait ffx — e^, on obiiciidra de la même manière 

* ^ î A. 



^ n 



Si l'on met S< à la place de ^ on aura 

29 



tramée itae «ntn ■niière par Mr. Ltgaiére (Bnvc. de eak. iet 
T. a p. 189.) 

2. Soit çfx = , on tronvers 



2/— I 2(4f*+i<*) ' 

et yç«ïf.iiif=y^ = log» + ^» 

donc /• ' = a U»g « — 1 — $2: (i) + C. 

Oa déterniine C en posant x=z ce «ftii donne 

C = 3 4-/*" iil^î 

3. Soit = sin or, on aura 

spuî — — 5— V ;> 

• 2? Btit g»= — '^''i'f T , iSin «B.dSr as ~ 1 .co> w j 

donc 

S^f îl^£lM = ^ ^'1^^ + i-eoe«»+ 4 «i-n*, 

" o 

et en écrivant 2a aa lieu dt^ », et re(lui!i»aQt 

*» 1_= cot a • 

• e«_l « 

En supposant d'autres formes pour la fonction (px oe peun de la néaie 

ère trouver la valeor d'entrée Jot^prales définies. 
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Sur téqtuOmn àigérmli^e dy = {/> + ^/y + rif).dx^Q, p, q, et r tant 

des fonctions de x seuL 



On fMt toujom tédalre l'équation d^^{p + 9y + Tif*)dx=Q, A une autre 
de la foma 

Première méthode. Soit y = z + r', on aura 

rfz-l-f/r'-f 4-,j„-'4- r'VV/x-f z(,i-\-2rr')ilx^rz*dx=0. 
Pour que le teriut- niulti|i]ii: par ^ disparaisse, ii faut poser q -{-Srr'sO^ d'où 

l'on tire r'=s<— Cette valeur étant solistituée pour r', donae 

done rfî 4- (/ï ^ lP^*)<iir = 0 

Sèemtde méthode. Soit y = zr', et par conKé<juent % ^z^r'cb-f-si^, on 
aura r'</; -f - ^rfx -j- z(dr' -j- rqdx) -f- z^r'^rdx — 0. 

Pour que ; n'évanouisse, on fera </r'-f- r'qdx^Q^ d'où l'on tire 

r' = c 

Ko substituant cette valeur pour r' un aura 

dz-\-(p. e^*" 4- r . e-^'" . z*)dx = 0 (2) 

Si donc on peut résoudre les éqnatioos (1) ou (2), on peut aussi résoudre la 
proposée, et réciproquement 

L'éfuatioB (S) eat résoluble dans le cas o& l'ou a 

car on a alors 

a + s* m 
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et de ià « » — . tang .Jpdx.e -^'""^ ; 

nais jf =4^ ; 

d<mc y «_ V«.,->'-'.tang(-L. .ff/^.pdx)', 

■utiatenaDt 

/,^.=4i„<iç).rb=4i-*±. f=4(7 i-7- 1)- 

L'étjiiatioB <6f + (i» + + = 0, 

devieadra donc 

* + [" + - ^> + '•*']^ = 
.t>ûg(yV(*y).ite5 

«îk Mqb» «b Bettant pou la tangente «en expreeeion «praenlielle: 

Soit par czemple // = — r = i , on anra 
«r4- (7-^)^=0. 

l — e-' ' 1— er> 



•* y — T+«» 



— — et -2_ = — , » 



donc % 4- + i(« — ni). A -1- .y»)ite = 0, 

et ,=-x^.taug(r +.j;^.*iC-*-.*)> 



Digitized by Google 



i 



281 

Soit M s — m — % on «ara 

I 

+ - + + =0, 

y = — ar^* . taBg(i(r log *) s= — . tang(tog(ilr'jr)), 
d'où l'oB Ure 

Si dans réqftaUon (2) on met — — ù la place de on aura ' 

% 

et loreque 

4r+ (F + «y +r!r*>te«sO. 

et v = • 

Telle est ildnc l'intégrale de l'cquation 

Si dans l'éqnation proposée on fait ^~^* obtirat 
donc /L^^' 

or ^ ( » ^L_V 

donc 

-^'fa^^ î^(«t^,) Pog(3f+a-K(«'-^))-»og(3f+«»+I^K-c))> 
on bien 



et de lA 

jf + g — ✓ (g* — c) _ J-* y" 7^ • 
»+«+ ✓(••—•) * 

i + 7''^ 



et ^=: — a — c). 
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ce cas, réqttatlon (2) devient 

cdz -f- {ce - H- « ~ ^'^ . z^fdx = 0 ; 

nais on • 

donc on aura * 

Si l'on fait p=i, ce qui ne diniinae pas la généralité, on a ^dx—x-^kj 
eiZ'\'\e.e' -^-c .z*Jdx=Oi 



Lorailii'on oonnail une valenr de i/ qui satisfait à IV'qiiatiOH 

ou pourra aibciticnt trouver l'intégrale cnniplt' lu. 

Soit ^ cette valenr particulière. On fera y=;y'-f-2 et on 

rfi + + (p 4- ^' + ry")<|» + -H «ry) + rs«>fa a= a 

Or par l'hypothèio on a di/' -\- (p -\- 9if' -\- ry'*)(£v= 0; donc 

''^ + ((ff + »y>* + =: 0, 

4'oii l'on tire en intégrant 

j— 1 . 

aain ys=a« donc 



Soit par exemple 



Faisant « = A on tronverm 
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et de là 

donc ^'ss {l-f.± |/[(l- l)*_-L]} . 1 e»t une intégrale paftIciillèK, rt 
«■*f = ^,r=<^ rîntégrale complète da l'é^tioa proposée eet 



et eu ulleeiuaiil lo.s intégrationn 



V^[(| _4r] 



OÙ A et C sont les couâtantes arbitraires dues aux intégrations. 

Qaoiqu'on puisse, conwe on vient de voir, résoudre plusiem ew €11 em> 

ployant dps snbstitutioiis convenables, il seinhle piMirfant plus commode pour 
rinté'.'i'filion des «'qualions différentielle»; (îf> rliereiier le facteur par lequel l'é» 
quatiuri doit être niultipii«>e pour di^veuir ititégrable. 

Soit z œ faeteur, de sorte que ré4|iiatioii 
soit une différentielle complète. On doit avoir, comme on flsil^ 

et en effectuant la diiérentiation 



Soit « s= OB «ira 



7^ = (;' + î/)•-^^-2^'y• 



^voique celte équation eu général ne soit pas moins difiicile à résoudre que 
la proposée, elle peut néauneias aenrir à découvrir plnaiewa eaa pactiealiert 
daan lesquels rel1e>el est résoluble. 

Supposons par exemple que r = o.log((( -f-i'^)) où a est une quantité 
eoMtante, et « et /9 des fonctions de » seul. En substituant cette valeur de r 
on obtiendra 
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à* s ^ et 'En mdUpliABt par « -f. ^jr im «m . 

et par là 

na' — a^p rsstb,«i^~ tc;q = 0, a,iq -j- = 0. 
La dernière équation donne a= — 2, et en wilietitaant cette valeur dans les 
deiu autres équations, ou obtiendra 

«' — ,ip = 0, /f' + «y = 0. 
Si de ces deux équations on tirait u et {i en p et q, on parviendrait, à me 

équation diffi-rentiellc du second ordre; mai» on trouve p = ^^ et q— — ^ ; 
si donc ceti deux conditions ont lieu, on a r = — £ log(a -f fijf), et par suite 

Il aalt de Ut ^e rifntio« diffé^attene 

peut être intégrée, et ipt le lÎMteiir fil la rend latëgnUe, est .^—J^^. 
L'int^;rale bera donc 

e'est'4-dire 

Pow tronver fx. Il ftnt dîBiârentier, ce qui doMera 
.ais ^ 

d'à* fei rMttMnt 

Lintégrale de Féqnation 
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sera donc 
M rw On 

» — i-+ 



Voy. ncnorle ^etla Mctelà Italiam T. Ul |i. 836. 



30 
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XX. 

Sur VéqwUion diférentieUe (y + s)d^ + (/* "4" "H ^If *)^ — 0* 



CiMte é^iioi peut toajoàfs être rédaite à la ibrae 

Pour cet effet je pme y = « 

denc dy = ih-^ {idz -\- zd^i; donc en substituant: 

ou biea 

^^_|_ çt±±y^ ^ (t tt)rftt + (p + yg •>• ra«)«far 

Pour que cette équatiou soit de la forme zdi -\- {P -\- Qt)dx =: 0, on doit 
avoir les den éfaatioBa Bairaatea: 

5±i- = 0 et/-,iir+J^=0, 

donc tt^—'ë et » é'^'*', 

SI donc dans réquation 4- + (Z' -h îy + rjf^)dse=^Ot 'i®* ^* 
y OB »et o ^- /î* = — # -j- z.e^'^\ on obtient 

Dofl^ si cette éfanlloB est résolablfe^ celle-là F eat de iiéaie. Cela a Ilea si 

J» — f»+»»* = Ot 

sa Menai* 



llans le premier cas on a 
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«I dan» te «ecrad cm 

«A + <J» - + »•••) •ébf=0, M *=K(«Af»-#*~>'^).<^.<fc> 
L'ëfWtiM dlfféreotielle 

(y + + <ff* — H- «y + 'y')**» =0 

a doMS pour iatégrale 

,—.+ .V* ./[(»,+ ^ _,)../-}*„ , 

et «e11«^ 

a pour Intégrale 



' Où. pCUl iMMl dnuwr une autre forme h Féqaatioa 
Ea mettant j^-f- a au lini ilp z tm a 

(y + «) ('^y + «^«j -f + + «Kp = Oî 

c^est-è-din 



j(Mr + <l» = 0, on u^^fQéx, 

on nura 

et «a fafanat —/Qtbe^R et par eonadqneat Q=^^, 
Si ran fidt Pd»=dv, oa a 

<'» + (y + A»))rfy=o. 

Je vais nainteaant ohaidker le ftclenr «pi CMwe réqnatioii 

Jl«^ + (J' + Cf>fa=0 

OM différeatieUe oauplète. 
Sait s ce bcteari oa aura 



Soit « = on WÊm 



Donc 



*. , ''^ -É 



c'e8(4-<Ure 



Oo eo tire 



«t par 

Le fntour dwrohé lera donc 
Soit netatenaat rs a -f- /?y 4- 7^*, oe am 

y +y • -a^ ^) - + «yXi^-i- ^ry) - ï = Oî 

dote en développant 
On en eeaelot 

^=0, -g-2¥^'=U), — /Sî-2;py = 0, y + /»,tf = 05 

et de là 

y = c, ^=:2cjqdx, q •\- Zcpfqdx — 0, a =^ icjqdx {Jqdx p) 

L'éqoalioB deviendra doue 
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et le facteur 

FaiMBttfsl «t<ctimit^««ilieade£eMa J^^.*L. 

fqd* »+a 

et le fiictenr deviendra 

♦ • . • 

x + a 

et le Ibcteitr sert 

M 

L'intégnle aéra doae 

oa bien 

« 

SnppoMios ea gén^l 

*•=« H- «ijf + "ly* +«!»•+••. + *jr ï 

OB aura eo difTérentiant suceeaaIraMnt par rapport i « et à y: 

Ea anbatHmat ces valeurs 4ana ré^oatton 
et rédnlsaii^ on obtiendra 
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On s donc Im é^mtfbnfK 

Voilà n + t éfBaHoM» maiB CMiiiie le nombre dm qaanlMa inoommi a'eot 
^ »-{- 1, il recteni aprèo l'élinintioB de oe11«Hii, entre ^ et y me éqvatfon 
de condition foi pareoméqaent doit avoir Ueo ponr que le faetenr pniiM avoir 
la fenne sopponée. 

Bn inl^ifait en aura 

it^s (»— 2)./ei_^fd!jr + <» — i\/«-~iP^» 

m Mes 

«« = «.-i = = — 1)e/f dls/^^ + »«^d;v, 

etc. 

Soit par exemple »= 3, on aura c? , = r, «, = 3rf(/(l.r ff, = GcJqdxJ'qdx 
-f- ^cjpdxy a = Qefqdxjqdxjqdx -f- 9cjpdjefqdx. L'équation de conditioo de- 
viendra donc 

y + Gcpjqdxjqdx + 5epfpdx= 0. 
u «A 1 lir itr' ^ ^ ' dx dr 8 

Sott >• = — - — , on a — =— . . — — = — !f — ; 

on aura donc 

(«+«§)• ^ («+»• ' 

et de là en réduisant 

9* + iï*ff) + y - + ^f) + - A» =^ Oî 

doue = 0, ^ — -f 2a^yç = 0, u'y — = 0; 

done «-yyj^ £ =i/(^?)-<7/fc)^ 
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et par suite 

81 roK fou f^^-^, «. m 

» p* .as 

d'où Tou lire successivement 

(— ) 

deviendra donc inléf^able en la niultipliant par le facteur e^'^*^^, où 
Faisaiit qs=i m <iura 

et le betttar deviendra « 

Si « = 0 et C=:a, on a 

+ — + i 

et le facteur sera ' ■ 

Sappeeoas maiatenant r =.« log(« -f- oa aora 

par coB8é<|iieat 

et ea rédiriseat 

y* • « 5- + 5— - ^0 - - «f = 0 î 
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doac — 0> »^'-«?9 — fi9 = ^^^ + «9r=0i 



L'éfuIlM devieiidn «Imc 

et le facteur 

Soit y = 1, OQ aura 

miB téquatkM ëiaitf heoM^èoe la réiotutioii n'm |f ésente mMae diffeiltÀ 
Soit euoite r = «log(y + «) + *l«»«(y + "')î 

doua 

ilf ^' dly ] * ^ _ g I , 

il» f +a jr+«f * f+« ' si-a' * 

donc en réduisant 

— - -j- — = 0. 
0« «ara doae les trois équations saivaDtes 

. -nh «'«) + = CL 

La premiire éipatlM donne 

au -f- fJ'i:' — {a -|- «' + \)fqdx\ 
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En substituant celte valeur dans la Becmde tt la troisième éqaatlM ot 
obtiendra 

^î-[(a+l)(l + i±l)/yrf*-(«+l)f .«+ 

ou bien 

+ -^yï-^-^^ +«)]+« [(«•+«+i)f+9((«+i) -(''•+1))] 

- (•+ - ?((« + 1) + ^~^)Sqdx = 0, 

et 

Soit « -|- n' = 0 ou M* = — on tara 

*.yi*, + ^ _ (i±i),>fa - fc« * + . . ^ _( «11), « 0. 

et en imégitMit 

^ c'est-à-dire 

donc «. = i(l-l)/g^+^5 

aaintcaant on a 

devient intégnble en U ualtipliaot par le Acteur 

51 



i4é 

Fajamt f = 1, l'équation deviendra 

*"* + Hii" + iï-.^] + y} = 0. 

da I <•/'(? I " • ff-( tir ^ t " . ' 

"ds Ix ^ ' ds (.v + 7)<ir ' ' 7+ Y ' 

' Ob tira de M «=«/^, a.^ — «f — «7=0^ ^« + e)r)+ fr= 0. 
Donc . ji!, / = £n supposant a s 1, on aura 

^ = V + «P; mate î» + <ï» = — '^5 donc ^ast— on y«ir s — înIv, 

d'on .y* = A- — -ifiidXf et y = y^{k — iffdx)i mais y = Jqdx + cfpdx\ donc 

. = - - j/Vtf£'is^ = - + 'V'C* - 

^ Al MdmtUdnnt ces Taleam on «m 

r'if + ^ - K**'' + ✓(tiyjHto)) ]'^ = 
où ie facteur est 

Si l'on fiiit^ = ly on n 

»* + [l-3<'+-i7^)]*'=* 
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*tt le bctMT 

et en firïSMt tfsAsO^ oa a 

#* + (i-»V(^)*'=* 

et le ftdenr 
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tetd» variuNê. 



1. 

JLa IbMtiini ^ étant Ammie, trouver la fonetioD ^ |wr l'é^natlon 

-|- 1 = 

1 + çvy = <FV(y + 1); 
00 bien ç^'Clf + 1) — = ^ » 

c'est-à-dire A^fgr = 1 ; 

donc en intégrant <f}i'i/ — y4- yy. 

oà xjf sigDÏfie une fonction périodique quekuD([uc de y, de sorte qoe 

xiy + 1) = 

Alaintcnant = d'où l'on tire if = 'rfx, ci par consé^cut 

9>*«='^-r+x('f'*) (1) 

11 •'agit auiatCBant de trouver la fonction 'fx. Cela se fait comme suit 
On a «s^y et /x=^(^-f 1); dose 

irtjr + i)=/Vy W 

Voilà une éfoatim an OÊkvmeê iinlea» d'où l'on tiro ifjf» et cette fonctiea 
étant coann^ on a 

.r = vy et de là i/ — 'ita\ 
De ce qui précède, on %oit que le problème est toujours résoluble, et ((u'il a 
méioe uuf infinité ilc solutions. 

Supposons par exemple fx = x", l'éqiintion (2) deviendra 

f (y + 1) = i^^r- 

En mettant ici aneeeaaiveMnt 1, + etc. à la place de y, on- aonr 

v<y + 2) = (v(y+i))- = (V'i^r* 
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et en géiréra? 4- u ) = (uy)"'. 

Faisant y = 0 et ^(0) = a, on a 

fT=itr', et par «11116 ^ss^r*; 
or fy=x; donc = «t de là r^r=^^, 

loga 

L'é<{Uiitiou (1) deviendra donc 

l ogiogx— lof los<* , J log logx — logl^>ga ^ 

'^^K iH« /* 

qai ost la fonction cherchée. * 

Si l'OB net :r" an lien de x, on aura 
çj^jjiij _ iBg'og-g^Wtto ^ ^ ^log log J*— log loga j 

tog » V log n / 

^ t + «Hlogx-logloga ) ^t + y^. 

La fonetioa a done la propriété deaMudée. Le «ta le . plu aiaqile est celai 

oô s 0 et « = ^ \oge étant = 1 ; 00 wm dmc 

iKTs i??J"?:i et Wog* _|_ j. log log 
' logn log» ~ log M * 



CoMidéroM en féfléni téquatie» 

F(x, (fifx), y(vx)) = 0, 
m Pf ftt V soai des foacttoa» données, et où l'on dierelie-la fonctton f. 
Soit fic=ijft et Y;v=y,^,, l'é^atîon devient 

Soit <f.j/t=zutf on aura y^i^i '^;^,> «'t r»r conséquent 

i-Xx, »/„ = a 

De l'équation fx=yt va. tnme*ss:'fy,; done eBHbaatnaat eetlevaieM' daw 
l'équation ^«sym, on obtient 

y^i = tK7VJ (*) 



De cette équation oa tire y^ et par conséquent aussi x = 'fy, en fonction de L 
Cette Taleor étant substituée dans Téquation jF(a:, w^.J) = 0, donne 

J^(7Vi.«i, «M^ = o • (9 

De cette équattoe en tire K( = M = v(yi)* Patoant yi as a» en trooven 
f donc eefie 

Exeniple. Trawrer la fonction <p déterminée par l'éqnatiee 

(<p*)* = *f (2x) + f . 
Soit qt>x = u, = et = = ?^(yH.J, on aura 

(«i)* = «.+i^«- 
Od en lire «1+, = — î. 

Supposons tf j = «r -)- — , 

dooe M. = «^ 

■ ' •* 

et en général «« = 4" "^jn" 

Ayut «s=jr, et f4r=yc^|, ee a 3r*fi==^o ^ 

deoe 2^=-. 

GMie valeor étant aolwttaée dans féqnation 

donne ^=:a* -|- a • = (o') *) t 

ou bien = ft* 

Donc = 6" + 4- 2. 
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Note sur la fonction 



LtfoiMitIm t(<«)a=*+-|' + 1^ + ...+ ^ + .., j<Niit*ipIiiii«iii|«|. 



priétés reuMfmbtos, que je vais déduire daat cette aoto. On liovre qael^es- 
vnee de ces propriétés daiM Mtegtitàre vsiae. de cale, iat Teat I pag; SM et 
•aiv. Lee antrei^ si Je né ne tranpe, sont nooiT^es. Geane Is série 

'+•£-+ 4i + ••* eesvergeete foe lorsqne » ne snrpssse pas imil^ 



s* • sa 

H f^essoU que la làncties ^ valenr posr les » coaipris eslre 

les liniU» — 1 et + 1* tonte satre vdesr de 4^ la fonetiei n'eiiste 

pai» parce qu'elle est eipiisiée par «M série dirergente. Nsui sspfosons 
doae toajours x compris entre les limites — 1 et -l"!» 
En différentiant oa obtient 

rfV«r = + ^ + -Ç. + . . . + iTL + . . .) , 

c'est-à-dire d^^x — — log (1 — «); 

^ yx=-y:^.iog(i_,) (1) 

l'iaCégnde étant prise depnis «a=Oi 

De cette expreaslon ée il est fteUe ie dédnife les prapriéién de 
cane lenonon* 

En Mettant 1 — » a» lien de «, on obtient 

et par suite -|- v(l — x) — —J* Ieg(l — x) — log*)î 

donc tjjx 4- V(l — x) — C — log X. log(l — x). 

Tome second. S8 
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Si Ton fait ici x = 0» logx.log(l — x) disparàit, et on a 

mais V(l)=l+i + ^+-^+...= T- . (2) 

On en conclut 

^4.y(l-*) = 3l — log*.log(l — *) (3) 

Celte ftmuile doBM la valenr à» la fooetioa v« pou Uwtei 1m valeiin 

ée « comprises entre ^ et 1, lorsqu'on conuit la valeur de la fonction pow 
les « fui aont coa|nto eatre 0 et ^. Lorsqoe x = ^ cette foranile deww 

v(i)=îJ-4(i«»«)* {♦) 

Si diiB rei^remUn de ^ m Met — > au lieu de «■ obtient 

= + 5— ^ + ^ - et«. 

donc ,^(4:)+^— *)==:i(ar'-H^+^+...)î 

«fcBtWkHliff^ pais^ 

+ (S) 

Cdte fomnle douio la fonctton n>x pour leo valeen négatirce de x, lors- 
fifeB ceonatt la fenetioii pour les vateeni pooittrci de la vartahlc. Dana le 
oaa partfcnlier et ton Ikit « s 1, on eètient 

(6) 



_i _ ± . J L-i- 



X* 

11 a» ^ ^ ^ 

qui est counii. 

s 



8i dans réqnatiou (I) an lieu de x ou mvt — — |-, il viendra 
Or on a drideiiBeat 

f '^^ log(l+x) = — *) 
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ëoBC, en remarquant que la constante arbitraire duc à l'intégration est zén. 

En éliminant la ^pHutUé v( — ^ équlimu (5) et (7) ott obtleBdn k 
suivante 

= 4(log(l + + + («) 

Par cette formule on peut exprimer une ronction donnée par d'autrM 
foMtkNM daaa leafourilea la variable cat aussi |»etlte ipt*m vraifatt. Car lora- 

fae » aat.poaitir et moiâàn ^ raiiili&, oa a ar* <« et -jL-. < «r. Si fM 
frit par eseaple jfb ^ et la fefanie iùâmt 

v(i)=i(ioRi)«-f 

En eonbinant ces deux éqnatleas arce oelie-ci 

on trouvera = ^ — + i^V'(i) 

De cette aiaaière ks feactlow et ^) sont ezprlnées par les çnanlilés ■ 
cmnnes et la linetion 81 dans Téquation (8) on Tait «s^ on obtient 

etc. 

Toutes les foriiiult's dt-niontrées ci-di^ssu-, m- ii()ii\ t ni ilans 1 ouvrage cité 
de Mr. Legendre. Elles ne contiennent, vomuie ou voit, qu uae seule quantité 
nriUlnbe. Je vain maintenant dénontnr qoelqnes aiilm ^ contiennent «tan 
^antiléo ind^endantm entre elles, et desqnelleo les forsrales préeédenles 
Aoirent être eonsldérées comme des ces particolierB. 

81 ta réqitstien 

,^=-/^-log(l-.*) 
on met — • —S. — à la place de x. on aura, en considérant 0 comme 

32* 
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Tontes les Istégiéle» da second meabn de cotte é^setton peuvent s'ez- 
fiisier fsr la fasodon ^. Bo état, on s 

donc 

* (l£î'lèj-)=<îè7)-W-l«g(l-«).lo«(W)-/ï^ •.. 
Soit —z 00» ee qai revient m niaie, 1 — tf=^t «fy'^-^* eaemt 

dose fégoation ci-dessus donnera 

l-C-rrr- 1=?)= v(Téï-)+^(T37)-^*«8(l-a).Iog(l-af)+C, 
Poor détenniser Is censtantr arbitraire, soit i/ == 0^ et Fos «on Cs — ^o). 
On em par eooséqaeiit en écrivant x au lies de a: 

Dans eello fiNraude * ot y doivent avoir de telles valeois fse tes qsantités 
(t=TT=t)' T^' j^.y,*neBarpasse«tpa8ro.Hé. C'est co 
qal anrs Hcv lorspe « et y sost podti&y si x-j-jf<i. Si jf est oégatjf 
= — SI, 00 doit sveir « + m<l; ^ si « et y son« tossdenx ségaUfe, B 
salit qs'sMono do ees fmtttés ne soiposse limité. 
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ExirmIU d§ qudfuâ» httr«* de fimUur à J^. Crelte. 



I. 

Si lue ^fuition du cinqaiènie degré dont lee coelieieiie eest Air 
rationné, est léaolable «lgébrk|iieiiieii^ en peut donner an radnei la §amt 

«livante: 

«. = « + «ni + - + «• + v0 + ^)>] p 

= « - + O - vT:i(1 + ii» - ^(1 + e-))] . 

Les quantités <!, m, », iT, /T', /T', /T* sont des nombres ruHmmelM. 

IVIais (le cette manière l'équation x'^ ax -\- b = 0 n'est pas résoloble, 
tnnt quR a et 6 sont ries rpmnfitf s quelconques. «Tai trouvé de psreils tfacort- 
mes pour les équatioiis du 7'-"'% 11*"% etc. degré. 

Frlberg le 14 mam 1820. ' 

2. 

Use pro|iriété «éeënle des fonetionB dont b dif érenUello est àlgéMfn^ 

consiste en ce foe la somme d'un nombre qudeanqtie de fonetiowi peut dire 

exprimée par un nombre détermiaé des Blêmes fonctions. Savoir: 

a*,, Tj, . . sont des quantités quelmnqnos. , . des fonctions algé- 

briques de ces quantités, et v une fonction algebrique-iogai-itbmiqiie des 
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fittlUét. .a est m mMAre détemlnè lidéfcntol ie p. SI pir «xenipl« 7 
«st une firacttoa eUiptiqiic^ on a, oonme m sait, it = i. SI h foMtImi k'éit 
las dUptiqne, on n'en connaît Joa^'à iwéaent «Mue profriété; Conne an 
das cas les plus reroarqnablao je vain rapporter le avivant: 
fin déaignant la foncUon 

/[ (i + (is).dx 

par on a 

où â:,, jr„ X,, sont trois quantités vnriablea Indépendantea» C une eoMfnaie et 
y,, y, les deux racines de l'équation 

y - y 2.-., - - - - + 17-^ =^ ^- 

Les quantités c, Cj, sont déterminées par les trois «•quatinus linéaii;es: 

^ + + + *î = + «1*1 + «i-»^! 4- «.-^î -f- • • • 4- ««-«^î) 

+ + + •'^î = y^"- + 4- H- + ''«•'^')- 

Toute la théorie de la fonction est comprise dans l'équation (i), car la pro- 
priété exprimée par cette éqnntion snffil^ «obm on peut démontrer, poar In 
déteraiioatlon complète de cette fonction. 
Paria le 0 aaàt 1610. 

J'ai trouvé la soniiiit- de la série suivante 

aioo. 7^ — ^ gin 3m . .***. + alefly • ^ "* , + . ... 

où d et 9 nont des quantités réelles quelconques. BUe peut s'exprimer par des 
fonctions elllpdques. 

• C^rbtlaiila le Ift aeTcnbre Itttl. 

o 

A. Soient , x^,...Xn des quantités lucomues quelcenquen et f(x^ , x,..jr.) 
me fonction entière de ces quantités do degré m, m étant an nombre premier 
qoelconquo; ai Ton aoppoae entre «w les » équalioos suivantes: 



Digitized by Google 



255 



V(J-,, J-,. . . J.) = 0. 
<f(^%, ■ ■'^.) = 0. 

fC^.. . .y-, -ï», ^,) = o, 

OB en ]MHm géiénlemrt éltariiier » — 1 fnntilés» et «ne q«elo«Mqée x wen 

iélenninée à l'aide d'aoe éfoaUon da degré m'. Il est clair que le preoder 
membre de cette équation sera divisible par la foDctioa ^(jr, x,x,... 'x) fut ett 
du degré m. On aora donc une équation en x du degré m" — tu. 

Cela poeé, je dis ^ cette éqaatiM sera déconpoMble cb *"'""* ■ équa- 

tiMB» chaome di degré », et dmit les cseAdewi s<mt dé«eniiiés AlUide d^uc 

* 1— H e s ds degré ""'tT - . Sa saffseast eennes les rselses de celte éipa- 

lioi^ les éfssHons do d^^ m seroat réselnbiee êl^^riqnemm^» 

Pkr exemple si Toii «anHMe n a S, m s S» m snra use é<|BStteii en * 
dv degré 3* — 9 = 6. Cette équalics de- sixième degré sera iftclable algé- 
briquement, par en vertu du théorème, on pourra la décomposer en trois équa- 
tions du serouil depré. Pareillement si Ton cherche les Tsleurs inégaies de 
propres à satistaire aux équatiooti 

■ « + » .^p,^ >•'.— a^^^ ' 

on aura ponr déterminer a-,, t„ ar, une é<iuatioD du sixième degré, mais elle 
sera dîconiposable en deux équations dn troisième dci;r('<. les coefficiess de 
ces équations étant défermin«'«s par mif rqurïttoii du srroiid licf^'*. 

B. Si trois racines d'une équatiuu quelconque irréductible dont le degré 
est «a Bosifcre premier, soat Mes entre elles de sorte qae Taeede ees nciaos 
peut être exprimée rationaelkaient par les deox autres, féqaation en qoesiiOB 
sers «ottjsnra résolnUe h l'aide de radicaux. 

C. Si deux radoRS d'aae éipation irrédactyile doat le degré est un nom- 
bre premitT, ont entrp elîfs nn rapport tel qu'on peut exprimer une des d«'iix 
racines ratioDia-llemeat par l'autre, cette éqnatiea sera toajoars résoluble i 
l'aide de radicaux. 

CbriilUnift, le 1» octobre 1828. ^ 



XXIV. 

Lettre de l'auteur à Mr. Legendre. 



Blm^iear. Lt lettre qee Véoi aras bien voulu M^airener en 4ite de SB» oe- 
iobre eansé la plu vive joie. Je compte parai les nonenB les plno 
keoreoz de va vie edni où J'ii vn mes essaie «ériter ratteatioa de Fsii des 
plos gnnds géomètrM de DOtre siècle. Cela a porté an plss liaat degré mm 

zélé pour mes études. ' Je les continuerai avec ardeur, mais ai je serai asses 
lienrenx pour faire (itioTques découvertes, je les attribnprai à Vous plutôt qu'à 
iBoi, car cer^incBient je n'aurais rif n fait sans avoir été fruidé par Vos lumières. 

J'accepte avec reconnaissnnre l'exemplaire de Votre traité des functîoas 

ellipti iucs que Vous voulez bien m yllrir. 

Je m'empresserai de Vous donner les éclaircisHciucuts que Voos ■'aves 
Ait lIiOBiBmr de mm doMader. Lorsque je dis que le asaibre de tTsafonsap 
tlOBB différenles oonrespoodaates ft sa aeiabre preaiier n est 6(ii 4* 1)> featends 
par cela fa'on peat troover 6(tt -\- 1) valeurs différentes pour k» modale c*, en 
sapposint réqoatioa différenUelle 

rfy ris 

et en «ettaat pour ^ une fonction rationnelle de la forme : 

Cest ce qui a en effet lien; mais parmi les valeurs de c' il y en anra » 1 
«pi répoadent à la forme snivante de y : 

' l-t-B^s» + B^s* + ... + * 

Ce soitf ces » -}- i modules dont parle BL JaeebL Ds sont en effet racines 
d*nne même équation du degré 1» -|- 1. Ces n -f* ^ valeurs étaat 
eonanesy il est faefle d'evoir les 5(ii4' 1) antres. 
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Em désignant par m fndflcmfie te tMHtate, ob anm eneon 



1 /J— J^V /"JLl-^ilîlV / l-y/— r V + y/ -C' Y 

wuqaelles répondent les valeurs saivanles de y. ^^^^ 

** l— "l^f'V'-' ' 1 ■ iqpy v'c.' T^p^vw * 

1 — v' — ï iyV — f 

w fol est fiwtte à vArifier, en laisant la siibislitirti<m tes .l'éfpMkui différco- 
tieUe. 

ToÉte» les 0(A 'l- 1) Valen» dn modole sont Afférentes ' eiÉ«' 'éïiei^ 

exepté pour quelques valeurs particulières de e. Dans ce qui pD'rf ilf, n iéift 

supposé impair et plus îxrrïnd fjn»» 1 lutifi- Si n •'«jf»! à deux, & aura encore 

6fn 4- 1) = 18 valnirs ili IIV 1 1 nirs. !)e c€S 18 Valeurs il y aura six, qui ré> 

pondent à une valeur rie y de la forme: " ' ' ..ii i .iinlj 

Us MBt: ' ^ ' 

Il y en anra quatre qui répondent à une nlear ic(,y.de la feme y = j;^^, 

tt?oir: ' ; ■ " ■■'Ai'- ^■••'■■\ 

Enfin pour les huit autres modules, y ;iura la forme : , .. 

Cen IwK modniee serMi 

«Tal donn* des développenenta. plps étaiidttn,aiir eet.!«l^et di|9|| W^!<#f 
imptlBi dana le cÉhler 4. loue DL da. jonmal^de JHré CMfe^j ,P«iH)f*% 

T008 en aurez déjà conuaissance. , 

Les fonctions elliptiques jouissent d'une certaine propriété liien.|NWir; 

quable et que je crois nouvelle. Savoir si l'on fait pour abr^r: 

'f ,1 ii','y ■■'// . ..• i,'.!.» •. I I. n 

*) Le mémoire XTII*"* Tome I le cette édition.'. . i i ' w / ,. .'a 4 
Tmm Maond. 33 
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17(x) 
00 aura toHjoiini 



o(.r,) + o(«,)+ \-ti{x^)~C ■ < 

ou ^ est un(> quantité algébrique, et 

si l'on sup^iose les variables x, , .r, , . . . liées , entre elles de. U Mumière à 

sa^sfaire k. une éqoation di; la ionnc: 

.M'Y — iv^^T iy -x'){\-c'x')^A.i^' — • • • (•'^ --^li); . 

/Sr «t-qp* étant denx fanctiew» «Htièr» |iielcai»fiws ée J^iitdiUmiiÊée ar« iwb 
imt fine est ptâre Tautre Im|pafr0. Cette proiirlélé .«tcpariH dfavtaal |4m 
femrquable fi*elle appartiendra k toute fonction tranaeendenle 

J2(ar)r= — > eo supposant (^)' foBCtioB entière «pielcoa^ae de 

j;'. J'en ai donné lu déniunHti'atiuii dans un petit mémoire inséré dans le ca- 
hier 4. du tome RI. da Jonnud de Mr. Oéffe''). Voui» verrez que rien n'est 
pins simple ^e d'établir cette propriété géniale, fille ni*n été fort otile dans 
■en MdMfchcn. rar Ion fo^ietionn elliptfa|ncB. Bn elfol j'ai Ibndé sor eOe tonte 
in théorie de ceî fonetfans. Len drconatances ne mt permettent point . de 
publier nn onvrage de quelque étendue qae j'ai compo.i>é depuis pea, car ici je 
ne trouverai personne tpii frra l imprimer à se» frais, ("est pourquoi j'en ai 
fait un extrait, qui paraîtra dans !e jfMirnal de Mr. ('relie ). La première par- 
tie, dans laqiiellt; j'ai considéré les lonctions cUipttqnes en général, doit paraître 
dans le cahier prochain. Il me serait infioimeBt intéressant de savoir votre ju- 
gement nnir na méâiode. Je me «tfn inirtoot attadié à donner de la géu^lté 
k men rêcherebes. Jn ne aaln ni JTai pn y rénasir. La seconde partie fai 
nnlvra incessament la première» traitera prindpalemettl len fbnctiowi avee des 
modries réels et nKrtn&OB-iptt Tmitté. C'est snrtont la fonction Inveme de In 



4) \m mcmoirc XV*"^ Taae I de cette éditien. 
•*) Le jaéMiK XXI*^ T. I d. c ëd. 
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première espèce «jui «si I Ohit t i\f mes recherches dnn» ctuu* ^t cnihic jiartie. 
Cette fooctioD, duiii j ai démontre «pelques unes des prupriété:< les plus siniples 
dan» M lMllM^.,|f^ liÇBjvifÇjMops elli^^^^^^^ 

iUai daM cette Àéorie. Elle fiuiilite à on degré isetp^rj ti théorie de la' 
tiawfonmdm. Un preiaier eaaai nr «et ebjet est èoSîiinm daiw lé iAdiAhâ' 
ImM daas le lMi:'=l3a ^ jootWl de^^ I^/1fl«Miteft«^«^ •M^tf-'kMM^^ 

Jefvfs rendre cette théorie heancoup pkvk'iilmliftèî'' ' ' i"'"- ' 

lé» théorie li*'^ finir^iAii-; i llîpfiqtics m'n rmuhih h rnnsifîf'ffr ilenx nou- 
velles foDGtions qui Joui»iieul de i>liisi< liis propriétés reiuarquublies. Si r^oAÛdt 

Â(x) seni h fonctioD inverse Ap I i {«rcinirn CMpè^ ^^^^^Wfé Jlll'ifti 
développer cette fonction de la manit-re .suivante: , - ^ 

i jr T- -!- X* + 4- . . . • . , , , 

Vk le Mnérateur et le dénominateur sont dés sél'les twtJwiré'iet^wêP'^mttê 
ijnelh's que soient les valeurs de la variahle .r et du module r, r^ellèt! ou 
imaginaireH. Les cwïfkckem A^, A^, , . i'O,, Bjf» . sMi àm ÙM[0ktmWêhf0i 
ie c*. Si l'on lait ' ' t. •»'» ^»oi» initi 

ok^Mtifi» «4Mt IW'deii»i|ine4«M'4M -foeiMiK «H^ 

X et y étant des ^oaiiàtés qiwloiiai|iies. On ')iMft'<f«|iitAe^ ^:à»wsllMé' 

de beaucoup de manières. Par exemple on- à: ''>\V«4 

•) Le mëmiifae XIII*"* 1. I d. c. éd. ' '•K ' • 'i'».'' >"niu-iTJ» M ' iiy.î-anli 

35* 




t 



p = e ^ " ~ et enia sont fonctions coagtlètes correspondantes aux mo- 



• Outre les fonctions elliptiques il y n dcnx nntrcs branches de l'analyse, 
dont ic mf siins hp.ttiroiip occupé, savoir la théorie do l'intégration des. formu- 
les différentielles algébrinues et la théorie des équations. A l'aidr li une me 
tbode particulière j'ai trouvé beaucoup de réi»ultats nouveaux, qui surtout jou- 
immit ihÊB» tn» gn«de gèiénBlé. ^ ftuis parti du probtène mtmt dft la 

* 

théorie de riatégration: 

"Etant proposé on aomhre quelconque d'intégrales Jjf^îfyx^jy^ ete, 
jif'it Mnt des fouettons algébriques quelconques de ar, trouver tou- 

tes les relations possibles entre elles qui pourront s'exprimer par des fonctIODS 

algébriques et log^arithmiques." 

. . J'ai trouvé d'abord qu'une relation quetconque doit avoir la forme snivanle: 
. Jfydjr-\-A^fy,fh: + -{- • • • =«-f fi, logw, + fiJo{ry,-|- . . ., 

où il, A, y A^,...£^, ii^,-.. etc. sont des constantes, et m, r,, v^, . . . des 
fonctions algébriques de x. Ce théorènM fteifite extrèmemeaft la solution du 
pcoMène; nwlB le plus teportsnt est le suivant: 

"SI une intégrale Jydx, oii y est Hé A » par sue équation , algébrique 
quelconque^ feut être esprimée d'une uMolAre qndeonqne «ayfldfssrtwf ou. im- 
ptMtemêKi à l'aide de fenetions algébriques et Isgaritfcniiqnes, on pourra «ou- 
Jsurs supposer: 

fyilj: = u-\- A, log + log + + A, !og t'., 
oik Al, A^,... sont des constantes, et v^t v» de» fonction* ration- 

neUes Je x et >/." 

f!.,ex.,siys==— ^ où r et A sont des fonctions rationne^e8» en aura 



ss P> /'i' Pli • ■ - 9it ^a» • • • ''♦'^ fonctions rationnelles de x. 

J ni rt'duit de cette maaiiTe au plus petit nombre possible les fonctions 
transcendantes contenues dans l'expraMloii: 



r . 2 - , 

dnlfS 6 = K(1 -O et c. 
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» 

00 R est nnc fonction entière, et r nne fonction rationnelle. J'ai 
de même des propriétés générales de ces fonctions. Savoir: 

Soient p^, p,, . . des Ibnctions entières quelconqnes J'uiu' quan- 

tité indétermiaée x, et regardons les coefEcieus des puissances de x dâiis ces 
fmetlOM conm des vmiMu, Soint de néne a% u\ «*, .«^ teimriaetf 
de riq«»iioii a** s 1, « étiet prenier e« wn, et fitaeee: 

i- i ■►-1 

•n = -I- -|- o'*/>,«- + . . . + «(— »>*JÏ - . 

(}ela posé, «u formant ie produit: 

F 84»» eoeme tou voyei me firacdmi eetfère de ». MiMeauâ ai roe dé- 
aitiae par x^,...ie^ lea facbiea de Péfoalioii F=Q, la hmeOua tiaiMceii. 
daate 



où ^ < 1, et « BM paatilé qaekonqee, aara la pre|» i é<é aaivaiite: 

tK4f,)H-t/;(a:J4-...-f (^.(x^) . 

=C+ -L. (Iog(*'J H- a" log(*',) + log(*',) + . . . + a(-')- logC*»^»)), 

Jfr» ' ' . ■'■ 

C étiat nae eoaatiat^ et 

les valean^ fue pmdmat reapectifeBieat lea fonetieaa 

en écrivant f^implemcut a an lieo de X. 

UicQ n'est plus facile que la démonstration de ce théorème. Je le don- 
nerai dans un de mes mémoires prochains dans le journal de Air. CreUe. Un 
eofollaire bien remarquable du théorème précédent est le solvant. 

/rdx 

— , oè r est nne fonction quelconque entitae de 
]^ 

*, doat ie de|$ré est nMHadre qae — 1, où est le degré de B, la Çimu»>- 



tion a(x} est telle que 

a(x,) -f o(Tj-f . . . -I- o<jr^ =< 
Si par exemple Msf, ««si, «^=4^ oa «m rsl, doee 

^y^^ "^•''■^ =^ 

C vi»i le câj» des fonctioas liiUpiiqueti de la jH-eutière Ëti{)èce. 

-, Xi«« bellee eppUettfeiM que voua avez donné «les toactime elliptiques à 
IIHégnltMi des foranles aSénÊHMkB, nW engagé à ceuiléter «a pralklèM 
tPèH général i eet égftt^ «avoir; 

Exprimer, a'Il est poeaibii^ vm ieM^rale de la fonae Jjfdse, ou y est sm» 
fonction algébrique quelcouquie par des fbaetiftos algébrifMi^ logSffiAmiipes et 
effipfifjtffis lîi m;)ni»"'rp suivante: 

fyda: = foQCL algiib. de (x, log », , log log t>„ . . . /7,(2j, //,(«,), . . .)» 

Vj, V,, v,,...;,, 2,, 2,,.-.. étant des fonctions algébriques de x Im plus gc- 
■érales possibles, et //,, 77,, //, etc. désignant des fonctions elliptiques quel- 
conques en nombre flnL J*ai bit le pcenrier pas vers In solution de ce pro- 
blème, en démontrant le Oéerème suivant: 

"811 est possible d'exprimer fffi» oonune on vient de le dire, on pourra 
iOI^OOm donner à Hon exprossion In forme suivante: 

fydx^i^Â, log<. + ^iog 4- • ■ • + n,{y,) + Bjhiy.^ + //,(//,) + . . . , 

où ty t^, . . .y,, y„ y„ . . . sont toutes des fonctions ratininifllps île » et y ; 
mais en conservant è la fonction ij toute sa !?éneralité, j'ni été arrt^té lit par 
des difficultés qui surpassent me^ lurcuti et que je ne vaiocrai jamais. Je me 
suis donc contenté de quelques cas partienliers, surtout de eelul où y est. de 

forme , r et /2 étant deux fonetiorks rationnelles quelconifues de .r. Celà 

est déjà très ;;éiiéral. J'ai reconnu qu'on pourra mettre Vimiègnkk J*-—^ 
sous cette forme: 

oè tontes les quantités y,» y,, y„ . . .j», j»*, . . . sont des fonctions nrfistf- 
nêlies de h variable x" 

J'iii iténiontré Cf théorèine ilaas le uiémoire sur les lonetions elliptiques 
qui va ùLïc najuiiué daus le joiiiiial de Mr. CreUf). Il m'a élt'î extrèuiemeiil 

*) L« dernier mémoire du looie 1 d. c. û4» 
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■tUa pow dMtter b gfaénIM la plu8 grande ponlUe à t> Ikéwii te k tnui> 
fomUton. Bt?oir, J'ai hm imlemMa emufué enire elle» dent fonclioiM» nids 
u aenlNre fneloaMpe de fimcllims. Je mie condiiit i ce rémllet rei»ar> 
^«able: ■ . • « , 

81 iTea a entre ne eombre qucIcoiMine de fonctions elHptifnes des trois 
espèce» avec les modules r, r*, r-*, r", . . . une relation quelconiine de la foraw: 

où a:,, . . jr, sont des variables liée» entre elles un nombre quel- 
conque d'équetioa algébriques, et v me expression algébrique et logarithmique: 
les nwdnies doivent être tels qu'on puiase aatiaftlre aux équatloiip: 

... — Q. " ^-^ — fT» — ctc 

^/f(|-_ri)fl-r-^j*)] ^L(|_jf'i)(i_c'»,'ï)] ,/f(i_^«)(|_e,»^*)J 

en iiH'ttiint piuir .i', t*, . . . des fuuctions rulioimcUes de ar; tf,.-. HTint 

des cunslautes. Ce iiiéorème réduit la théorie générale des fonction elliptiques 
à eelle de la tranifitmatioB dW fonetloa es une autre. 

Ne aoyea pas fâché, Moaaiear, ^ osé vous préaeater encore ue 
fois quelques unes ito iMS déceuvertea. Si Toaa me pennettrez d« vous écrire, 
je désirerais bien de vous communiquer un bon nombre d'aulros, tant sur les 
fonctions elliptiques et les fonctions filiis «^énémlcs, que sur ia théorie dcH équa» 
Uons algébrifpie?!. J'ai été assex licmcux de u-ttuver une rèftle !i4re à l'aide 
de laquelle ou puurra reconnaître si une équatioq quelconque proposée est réso- 
lable s l'aide de nikmtx o« aoa. Us corollaàe de ma théorie fidt voir «fae 
généràlenient il est InqioMiM» de résoudre les éfoationa anpériettrA M que- ' 
IriéiM» degré. 

Allées eie. 

GhriatliniB, la IS iMramhM 18M. 



XXV. 



Copenhague k SA Jain 18» *). 

J.'tt ctierdié à dénontrar fuipossibilité «le l'équatim 

o* = 6* -)- e' 

en nombres entiers, lorsque « est plus grand (jue i, mais je ne suit» p;u vcuu 
qu'aux théorèmes soivants, qui sont assez-curieux. 

Théort-me I. 

L'équation a" = 6*4~^) ^ ^ ^ nombre premier, est impossible, 
d«s quantité* t^^e, ««f ^ a4> c, A— r, |/«, 



Ye Mai 4m 

Si on a iir=ft"-|-r-, 
dnHM dM qoMtiléB % 1^ « mt» toujours résolible m deux boleim, preni- 
en Mtn en, de Mudère qn^en poMiC a Aff.a*, ès/f.é*, rss/.e^ l'un dM 
8 CM Mlvaais «nni lien: 

i' " A— i^*±*!l— tf*^^—v 

*• * ■ " " i ' ' ' " * Il II j ■ • 
X, « = 1 f ' g , C=— ; g • 



3u «s: _ , ass , ess j . 



*) fin ISn afltn autour fim fudquca aïoii à Cfp«ahagM. 
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T k f <0 r t m F 111. 

Poar fue 1 e^ioaiMMi «■ = r- soil |MPSSiMe, ii 6m fie ■ ait ne tfes 

" — 2 ' 

& ■ , 

2 * 

cHi X, jf f t 2 B OBl pas «k ÊM^tean» co«a«aK. 

rA^«r^we IV. 
La mwtftm.fmèutwtminqm *!±^±^, et fa rlw pHH» 



«les quaatitéj» a, 6, r ne peat pas êire iuuUidr« qae ^ . Si par 

M 3= 7, fa plus pefitf> ralfur «le r e«tt 

c 5 j î 

H 4mm ce cw 4 = 2422365^ 

«=£498799: 

iwàr« 



Berita le 1t Jan^M- 18». 

l>ep<U8 noB arrivée a Beriîa je me subi aussi urcupe de la solotioa «la 
praUtee féaéni wifiwt : fV«in«rl8Ml«rlB»fff«MrjMw JMrf rvMMIttd|p^ 
ir i ^iMwarf. Je M Fii pM «mm» mkewé, mmm antaal fM /es pÉfa jNg^r, il 
râMin. T«t f«e fa iê^ 4e réfute «et wm wmkn pKMirr, fa «IMlé 

n'est pas si grande, mais lorsque ce noadire est composé, le diable 9J a^fa . 
J'ai fait appticalîoa aux équations du (■inqiiièmr> i1t>;n^, et je sais heareaseaent 
parvena à résoudre 1<* problème lîans r«> rrts ,Vni tr«iuvr nn uraiid nombre 
d'éqaatioDs résolubles, outre celles qui sout etmnues jiisqu a présent. Lorsque 
j'aurai terminé le mémoire ainsi que je l'espère, je me llatte qu'il sera bon. 
n ten géeéfal, et €■ y tiwTen fa wélheJ c , ce qei Me anMe le plus 

34 
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Vjo autre problème qui m'occupe beaucoup, c'«Bt la sommation'de la lérie 

COR mx -\- m . cos<Mi — î)x -\- .eo8(ni — A)x + . . . • 

Lorsque m «g( un nomlirc entier imsitil, lu soinino de cette série est, comme 
on sait, (2 cos x)", mais loinque t» ti cst pas un nombre entier, cela n'a plus 

Ueu, à moins que x ne soit moioiire que y . Il n y a pas de problème qui 

ait plus occupé tes mathématiciens, dans les derniers temps, que celui-là. Po- 
isson, Pninso/, l'/anrr, Crelle et un immense nombre d'autres ont cherché à le 
résoudre, et Pohisol est. le prcmii-r ait trouvé une somme juste, mais son 
raisonnement n'est point rigoureux, et personne n'eo est encore venu à bout 
J'ai été assez heureux pour le démontrer rigoareiuement 

J ai trouve 

■» -, 

oosm«4-m.€06(m — £)«r-4- ... = (^-j-8con^ar)^e•■mA» 

m 

sin mx -f- sin(ffi — 2)r -f- • • • = (2 + 2 sin Zx)* . sin iwA^. 
m est une «pantité comprise entre les limites — 1 et -|- oo, k est un entier, 
et x une quantité compriio entre lee limites {k — ^);r et (^-f ^).t. Lorsque 
m est eomprin entre 1 et — oo^ len denx séries amit divergentM, et pw 
eosséfoent ellen n'ont pas de somme. Les sériw dirergealcs sent en génétnl 
qMlqne diose de bien fntnl, et o*est mw honte qjoi'on se sott svisé d'y foiider 
lUiMno démonstration. On peut démontrer tout ee ^*on vent en les employ- 
ant, et ce sont elles qui ont fait tant de malficiirs et qui ont enfanté tant de 
paradoxes. Peut-on imagiaer rien de plus honihic i|ue de débiter 

0 = 1 — 2" -f 3" — 4- -f etc. 
où n est un nombre entier positif? Enfin mes yeux se sont dessillés d oue 
mmdère frappante, ctr. i rexcepHon des ces les phn simples^ par exemple les 
séries géométriçnes. Il ne se trowe dans les SMthémaliqMs pressée sncmo aé- 
tie infime dost In somme est déterminée d'âne stsafère rigoorsose, e'esl4-dlrs, 
la partio la plan eaaeatielle des mathématiqnes «it sans fondement. Poar la 
plus grande partie les résultats sont justes, il est vrai, mais c'est là une chose 
bien étrange. Je m'occupe à en chercher la raison, probI^me très intéres-sr^nr 
Je ne crois r[w tu pourras me proposer qu'un très petit uooibre probli me» ou 
de théorèmes coatcnant des séries infinies, à la démonstration lit^Nqucls je ne 
pourrais faire des objectioaa Uen fondées. Pida cela, et je te répondrai. Pte 
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«4m li Ibnnito Uita» n*m endora cigumrwMneiiÉ, éémuÊtréc, (vpnré 

(H- = t + »«* + .^^^ V. . 

pour toutes ii's valeurs d«; in, iui>(|ut; .t vM mouiiirt- 1 iiniif. LorKtjuti x est 
égal à-|- 1, la nièint* furniule a lieu, uiaù» Meuleweul Ni m est plus graod que 
et loraqae » est é<;al à — 1, la fimMltf n'a lieu «jtie pour 4es 'talaoïé 
positive» de m. Pwnr toute» 1^ aalre»' vaienr» de « «l èe -M^ lv »Me Io^^ni» 
•4-«<c^ e»t divergente. Le tiièofèine de T^jr^M*, Iwèe de 'téttt le «de>l ininiié 
einai, n'eat paa mieux fondé, .le n'eu <ii trouvé i|u'Hne seule démoantaUott 
rigoureuse, et celle-ei est de Mr. Cnm hif dnus nom Hétumé 4u lèffêm «ail* Ip 
cfdcul ûi/imtésmal, oà il a démontré qu'oa :itir:i 

' a* - • 

tant ipe la aède est convergente; mai» «n l'ftnplofe. à lVH;dinai£e . mo». Jkfion 
daM Im» le» ca». Pour aontrer par pn exep||ile gfSnénl (sii vwla. va^bo) 
eo«B»nit on raisonne naV et MinlueB II lant dtre sur sf» garde^ Je diofsizfji 
le solvant. SoU 

■ ■ ■■ ■ . •■ • rJ • .' <■ • 

«o + «I + "î + . 

une série iiilinie <|uelroiii]U«^ tu sni'^ «[trnue niauière Iri-a ordinaire pOUf OU 
trouver la Munime c'est de clierrher la sotnnie île celle-ci 

o,, 4 (r,.r -f- //jJ " -f- . • . 
et faire ensuite = l dans le n Miiitat. ("eiîi est l u n jusn . i)ir)j« H me semble 
qu'on ne doit pa» l'admettre sans dénionstraliim : i';ir (jiioifju on ait démontré que 

<f ^- ~ + + "i-ï"* 4- ' ' ■ • • 

pour toutes les valeurs de ./ qui sont inférieures à l'unité, il ne s'ensuit paH 
^oe la néme diose att'ilieu pour .< ég:il à 1. 11'' Mralt. bien poiitiUile que la 
aéife 0^ 4- -f- ^* + • • • s'approehét d'une qbantité' itoutie 4tiliN»nte de 
+ <i| -f <it + • * •! lorsque x aTapproetie indéfinlmeîit de iSinIté. C'est ce. qui 
est clair dans le r.is général on la (iérie est divergente; car alom jeile v'àjpas 
«le Konime. .ï'ai démontré que ce procédé est juste lorsque la série est eonver- 
gentc. L'exemple suîv.int montre eoniificitl on petit se tromper. On peut dé- 
montrer ri^oureui^euient qti on aura ptmt iuutes les valeurs de or inférieures kn 
^^ == ejn.e — ^ sia 2ar 4- ^ sia d^r — etç. 

54* 
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l|j«eable = ftt'oo m féantàt tmdm'^ ta mtee fonnrie aérait Uea f«ir 
jrs«; miB oda douenit 

^ =rinjr — ^8iii£ff-y>^8lnSff — etc. = 0, 

réwiltat absurde. Ou peut trouvai' uoe intiailé du pareils» exeuiplei». 
• La théorie Im iirfea iMajes ea géaéfal est jasqua présaut très mal foa- 
4ée. Ob applique aax aéries infiaiaa tootea les opératioaa, eoaiaie ai ellea 
étaieat finîaa; aiaiB cela eat-U bien pemial je erota que uon. Oà eat il dié> 
nUMtré qa'oQ obtient la difTéreniielU- d'une série infiale ea ea preaaat la difé> 
rentielle de chaque terme? Rîea n'est ploa kcile que de doaaer des exeui|tea 
où cela n'est pas juste; par exemple 

yssaittx — ^siA24r-^-^sia9jf — etc. 

En différeatiaBt oa obtient 

^ = ros r — C08 2x -|- cos 3* — ote. 
résultat tout faux, car cette série est divergente 

La ijit'nie cliose a lieu par rapport à la inaltiplication et a la division des 
aéHes infioies. Xai commeocé à examiner les règles les plus importantes fol 
(i présent) sont onKaalreaient approuvéea k cet égard, et A montrer «n qoels 
cas elles sont justes ou non. Cela va assea bien et m'iatéresse iainiaent 



l'ari» le 24 octobre 1S2U. 

Comme il me tarde d'avoir de tes nouvelles! tu ne saurais t'en l'aire idée. 
Ainsi doue ne va pas uie troiu|>er dauh mon attente, fais moi par\'enir quelques 
lignes consolatrices dans risolemcnt où je me trouve, car, k te dire vrai, cette 
capitale la phia bruyante dn coatinent ne bit pour le nionent l'effet d'an désert 
Je ne eoanals presque personne, c'est que tout le monde va s'établir k la eaai- 
pi^ne, pendart la belle salsoni slnsf ee monde s'est pss visible, Jmuptk pré> 
Sdnt Je n'ai fait connaissance qu'avec Mrs. Lotjcudre, Cattchy et Hachette, et 
quelqnes mathématiciens moins célél)res quoique fort habiles. Mr. Saigrif rédac- 
teur (hi bîilletin des sciencps. et Mr. L,ejeune Dirichlet^ Prussien qui viot me 
voir i autre jour me eroyant sou compatriote. Il est mathématicien bien sagace. 
Il a prouve avec Mr. Legendre l'impossibilité de résoudre en nombres entiers 
l'éqnation -|- y* = «* et d'antres choses fort IntéressasIeB. Mr. Legmite 
est an homme fort complaisant et prévenant, maia malhenrenaement fort vieux. 
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Mr,Cmiefy e«k4!elii An aalUimieieiMi nit le niewi OMMMSt Im mtAé 
mtkpiM pow le «MMeat doivnt être ttaitées. fl y a 4«b cIkmm nceUflatMi» 

■MIS 8a nianière manque Ae clarté. Je ne le conpfe presque point d'alMIfif 
mais à présent je sais en train. Il fait publier une suite de mémoires sons 
WiTc erf>rrirpx de mafln'matiques. Je les achète et i<' les lis .'issidiiineot lien 
vient lit' paraitre 9 livraisons à partir <!n COinmemreinent de cette aonée. Mr. 
Cttuchy est presque le ^ui qui s occupe des mathéinatiqaes pures, Mrs. FoU- 
son^ Fonrier, Ampèr» etc; ele< l'Maqieiit presque exdmlveneat mgnMkne 
et «Ttntree objets phya^nes. Ilfr. XopAu» ni'eerit plus, je pense» Ses dernier 
raTTBge fat na sappléiBeBt de aa tMorie des prabablliléa. Je fû aoevent va à 
rinatttat 11 eat de moyenne stature, mais frais et vigoureux. Mr. Laeroix eat 
fort avancé ea âge. Lundi procbaio Mr. Moekette Ta me préaeater i plaaf- 
enrs de ces mes.sieurs. 

Les Français sont beaucoup plus réservés avec les étrangers que les Aiie- 
niaiitlK. Il est fort diflicile de K^gner leur intimité, et je n'ose pousser mes pré- 
tentions jusque là ; enfin tout commençant a bien de la peine à se faire remorquer 
ieL Je vieiw de iulr aa grand traité «ar une certaiae claaae de foneliona traeecea- 
dantes pour le préaeater à llnatita^ ce qai aara lien Inndi proehala^. J*oa« dire 
aaaa oatentalioa ipic c*eat aa traité doat oa sera aatlafait Je aaîa cnrîevx d'eaten* 
dre l'opinion de l'institut là-dessus. Je ne manqurr.ii pas de t'en faire part. J'en ai 
écrit plusieurs autrrs surtout pour 1p journal de Air. Creïïe, dont .1 fiv raisons ont 
paru. Un extrait de nioii iiiùuioire sur l'impossibilité de lu résuiutiori des cqiuilions 
algébriques a été insère dans le bulletin de Mr. Fernssac. Je l'ai écrit moi-ménic, 
et je continuerai d'écrire de semblables articles pour ce bulletin. C'est une 
tikdie Uea eanuyante quand on n'a paa aol-aiénie écrit le traité^ mais enlla, <^eBt 
ponr Mr. CréUê, rbomaie le pks honnête da monde. J'entretiens avec lal 
une eorreapondanoe soutenue*^. Ce qui in*oceupe pour le moment c'est la 

•) Vo>. T. 1. p. 288. 

**) Voici «n patnge d« !■ ptcnrière lettre q«e notre mtetir m'odreen de Betibi: "Je vt- 

eni de faire" dit-il "une connaiisincv prMeuae, celle de Mr. Croih, Qatl eat ■!- 
niable ce mooaieur. Tti ne Riurais j»muîs te faire idée du charme de aa oonv^sation. 
prtfTcnaat aans afficher cette politesto hérissée et accabiaoto dont bien dea gena han- 
nMeo é'Ufleuit oe llMrt mérite^ Bnin etÊlt Tkmu» ifnll me Itet, lliemme nm 
façon; j'en use avec lui comm»- aTec toi on d'autres de mes plu- intîmes arnî«. Il 
s'applique aux mathématique» avec beaeeeup d'assidnile', ce qui lui lait d'autant plu» 
d^ganeur qa'eceapHit une dmfe paUlfae tt lA fae pce de loi^. Depale qndqaea 
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ùétÈkt 4m éfMtiMW algébriqoM» nmi dièae ftvori, et Me veOà i^ft tues 
mnamé pour tnma le myen de réwndre le praUèaie géaécal qae volei: Dé' 
rtiwfalW' it fofMé A totitt* le» épÊÊtkms mlfiMpiês qui smd téâwbMêê 

hriqtument. J'en ai trouvé on grand nombre do S"' 6" et T"' degré qu'os 

n'a pas flairé jasquV» présent. J'ai en même temps la solution la plus directe 
des équations des 4 premiers degrés, avec la preuve la plus eviHpfite pounfuoî 
eeltes-H sont les seules résolubles et non pas les autres. 4^uaat a I équation 
du â*"*^ degré j'ai trouvé que quand une telle équation est résoluble algébrique- 
■eol^ il fuit qa» b reotue ait la forme avivante: 

où /?. R\ fl", sont les 4 raciues d'une équation du i""" dep-é et qui sont 
exprimables par des racines carrées seules. Pour les «xpresstons et les sig- 
nea ce problème ai'a présenté biea des difficultés. Du reste, la théorie des 
pantltéa Inagtaairee, qui Uase bMaooap i désiner, le edenl intég;ral^ et anrtoat 
la Aéorie des séries iaCniea, qui e«t fort anl liaaée» me donnent asses de be- 
sogne. Cependant je ne pain m'attendra à en V<rir an réanllat satisfaisant avant 
d'être installé ches moi à mon aise, si cela se réalise jamais. Je regrette d'a- 
voir fixé deux ans pour mes voyajîcs, un et demi en aurait .suffisamment rempli 
le but Le mal du pny.s nie gagne de plus en plus, et d iei eu avant mon 
séjour ici ou partout ailleurs ne m'oflFre pas tant d'avantaj^cs que Ton serait porté 
à croire. Je suis maintenant au fait de tt>ut ce que les niatiiéoiatiques pures 
offirent de pins on de moins essentiel» et II me tarde de pouvoir sacrifier ezds- 
aivement mon temps « rédiger ce que j'ai recnelU. Il me reste tant de choses 
h rédiger, mais tant qae je aeral en pays étranger, font cela va assea mal Ah 
que j'envie le sort de Mr KrlfhtM par rapport à sa place de ronivendté. Ma 
position n'est pas assurée, il est vrai, mais je ne suis pas alarmé non plnsj ai 
ia fortnae m'abandonne d'nne part elle me sourira peut-être de Taotre. 



■aiiécs il fut puhiKer 4m Nvraa <c ww ll idw ii i^ n w i|im j« trouve être tièa bien énila. 

J'eo poRsèdc an grand nf>nit>rf . ilnnt it m'w f tii cisrlran fît imo traflitrlînii ilcn oeuvres 
mathéoMlique» île Lagrange avec dcK hoIcn exccilt iilcs. Théorie der ■n>ljrU«cbea Fa- 
enlUtea (Cet Mvrafe te trwive i ia bibilothèqve de IWvcrtilc f^wlatiaBia, •§ tu 

n<- l av- ]i: \k il f ii t .ibHoluniPiit qm- tu le fasse; i <t un <iiui»pc >ni|((*ri(nir i difTt' 
reiit« ë|arda »arU>ut par rapport à la mtSUiode.) Lehrbucli dcr Aritliœctik und Alfcbra, 
Lebibach der e«MM«ile t vol. Bn oatra Mt l'keqalriaoa de «wi "DonrteHuig der 
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Pari* le *) décembre ItS». 

To n'appreste qoe ta u In les Iodx première cahiers do journal de Mr. 
CrtBe. Les «èmoJns j'y ai firil inaérir» à rexoepUen 4e -eeloi 4m étpÊf 
ttoei» ne vflent pee gnnd'choM^ nalB eein vlmdi% je ftm «aeiwe. Je^èn 
• ^ Itt aenn aotîafrit 4'nn méaioira «or nne Màgnàt ^ ae trente ém in 

Ireikième cahier*^*); maie oelnl qui mt donne la plus grande aatisfactioD, ^eat 
«n Béauiire actnellemenC aona presae pour le 4"" cahier enr la aim^^ aérin 

1 4- mx-^ R XoBC dire que c'est la première dimoBettatlon 

ngenreoee de la feranile lnne«e ên» tona lea caa poaaililea, eonme anaal drim 

grand nomlire d'antres ronuales, connues, il est mi» mais très mal basées. 

J'ai écrit un grand mémoire sur les fonctions elliptiques qui renferme des cho« 

ses assez curieuses et qtii ne manqiitTa {tas, je m'en flatte, de fixer l'attention 

do monde littéraire. Entre antres choses il traite de la division de l'arc de 

la Icmniscate. Ah, qu'il est magnifique ! tu verras. J'ai trouvé qu'avec le com- • 

jfos et la règle on peut diviser la tesiniscate en 2" 4- 1 parties égales, lorsque 

ee nombre 2" ^- 1 cat ]wemter. La dirisien dépend d*nne équation da degré 

(2" 1)^ — 1 ; m^ J'en al troavé la sointion complète i l'aide des raeîaes 

carrées. Ceb m'a fait pésélrer en même temps le austère a envrioppé la 

théorie de Hr. Omit* smr la division de la dreonlbrence du cercle. Je vols 

clair comme le jour, comment il y est parvenu. Voil;'» rips fruits de mes re- 

cheri'lK's la théorie des équalions ;)lîicbrii|iies. Tu ne saurais jamais t'ima- 

giner lombieu j'y ai trouvé de théorèmes ujaguiûques, par exemple si une 

équation P — 0, dont le degré est /ur, ft et y étant des nombres premiers entre 

en, est résoluble psr des radlcan, 00 P sera décosqiosBble en fi fiMrtenrs dm 

degré «v dont les coeflicienB dépendent d'une seule équsti<m dn degré fi, on 

bien en 9 ftctënrs du degré dont les coeflieiens dépendent d'une seule éfun< 

tlon dn degré «>. 



Reehwing mil v«tiadecUcli«n CrStiea", comme je rtis faire l'acquiaitiM de plniienn 
antret tniiés qu'il airft pnbHCv. Tow 1m lundla je pisxe h Mlr#e di«g Mr. CMI», 
et chaqse vendredi à l'heure du mtU mÊm» atlma i 1> prumciiadc enaeaUe p«B' 
dtnt qiiel()ueii heure», et alor« nous non» Unçons dans lea OMlItdaMllqaai VUMi 
rapidemeat que le permet mon organe encore peu tadeaque." 
•) Cette lettre est aena data. 
•*) mciaoire VI T. I de cette Mitlra. 
•«*)Le mén, VU T. I d. c. éd. 
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BotUr 1« 4 MM 18». 
• Il y « u Mil envlfM fM je m Ait parvenir aree Mr. P. le 2^ cehter 
éa jewnel èt Mr. CreOe et iA> peii plos de la neitté de 4"* qui sort de la 
presse. Que peoses-tu de mon mémoire qui s'y trouve inséré*). J'ai taché 
d'être teHement rigoureux qo'il soni impossible d'y faire aiicnne objection fondée. 
. . . D;ins l;i théorie des f-quatums je nw suis propose de résoudre le problème 
soivaat, 4U1 renieraie lous ics autres: Trvumr luule* le* equatums d'un degré 
d^ttrmbté pd unt rétébMtt lUgébHqimi^md. Gda vala ue^ féale 4e 
Aéorèaea blea Intéreaauto. Maia velel le aiétaeire qnl l'enpeite aar tons les 
amfrea: TSearie dlar fmeHM* tnmêctMdmU» m finirti et «dlv «fw ftmC' 
'Hmu Optiques en particulier; mais différons de t'en faire part JaafU'A am 
retour. Enfin j'ai fait un grand nombre de découvertes Encore si j'en eusse 
rassemblé les parties dipersées qui flotteut encore en se heurtant dans ma téte, 
où pour la plus «rrandc partie elles restent encore enfermées. Il est Impossible 
de penser à rien avant luoa retour. Mais alors mes pensées trotteront comme 
ime haridelle de iacre, mia avec flaiafar afeatead. D lae tard attiatenant d'être 
taataUé chea aiel^ ceaiaM Je ae veia paa de frand |iroit k pnloofer nen aé- 
jeiur icL Chea aei en ae fkit aovTeat dea lUaaieaa aar Pitranger. Ce auMide 
cet assez fade et iariptde en général} nuda aprèa tant, il y a de llnnaètété et 
de la bonhomie. 

I 

•) U mémoite VU d. «. éd. 
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i\OTËS ËT DEV tLOPPËM£i\TS 
11 L'ÉDlTEUi. 



Poff. PiNir l'eipnfiira de ^vjnLaeMi» tnilé dnealciUt 
et du cde. kt T. m p. 89. 

Pag. S6. cot ^ 4- cot lî. 4- . . . cot ^"-^K ^O r 

àcniMdé eotiSL= — cot ("^"'^ . 

a « 

Ob a en gduéral (vojr. Ltuntx traité d» cak. diK ete. T. m p. 88) 

m •Ot(«l+l). -j-.tla"^ 



FUsaDl iciw = « — 1, «s , oa troorera 



2;coa = — t. 

Pag. È7. ^ ...«la ii^) = ^ (voy. temi* mué 

du cale. diir. etc. T. III p. 

Pag. 28. La valeur Art la constante se trouve pins aisément en fai- 
sant x^^\ car oa ne voit pas iumédiatemeat que la différence des deux quan- 
tités iaiaiaa £(«.0) et — £(0) ae réduise à léro. 



Pag. 3i. Si dan« la rormtitf c.ouuue 
oa met au lieu de .r, ou obtient 

Tmm m »a<. 8S 
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P00 SS. L'expression de l{~t '>) (ligne 10) se trosTe en renuurqiuat 



éfutioB qal réeuUe de la sobstitntion de y pour y". 
Piy. 'fft Ayant 1»=-^;-^, on trônv» 



1 Î_ = _„__J_ 



et (le là 
De mâme 



çéî)r = (-»)(i' + ^) 



V = - J» - *• + -g- i « J»* = - 1» -■ î i 
en sabBtttnant en rédnteant 

(«• — 1)» " ^ » 4<0 ^» * 

et ainsi de suite. 

.Pitff. 47. On trouvera «ii général 

rf'-f r(2//i + 1) , a( 1 \m À'!, ('"'■dt.iilnvt 



C08 Vt 



■^isr ïiSHFi — I- 21 ^> y, 

Ffiff. 48. Il faut se rappeler que J^«= 1. 

Pa^. 49. La substitution de v(^) poni* donne 

Or.lfi(2af) = 0 «ty^«!M^=0 pour jr = y; d<nic 

Bn snbstitnant cette valeor de C et ayant égard à la fommle 

on trouvera le résultat de ranteur. 



l 
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Pag. SL Od trouver» /> = ^ — Jg^. Qr «rafirèB riiypotlièM fy 
iM s'éTiMNill ^ iMHm ty=0; donc P reato Inie pour cetta valew de ^. 

Pt^. tS2. Faisant 

£„(„ — «.) 4- £„j(« — «g ... + 2m^,(c» _ s= f M» -I- . . . + ard"., 

on en tire 

* =« + «i + ». -!-••• + »— I 
= — » 



i„= — «iouc en ajuutant 
+ + ^4- ••«'«= 0.. 

or 

I (M 2r - ixilT^ f» r(*) '«M*-*"? 
roi+ 1) — r(ii + 1) '7* r{i) -/V*-»;»^ • 

Ou tin de M 

n est clair fn'an faiaaat 

les termes de // qui contiennent .r" sont compris d;ui.s 1rs suivants 

F(n) . (x— /r)--f-F(«-(- 1 ) . (x^tf)-+'-f F(«+2) . (.r— tf)-+»...+F(«-hp). (jr— ff)-*^.. 

Il s'agit iiiaiutcuaitt {»anui ces fonctions de séparer celles qui sont multipliées 
para***. 

35* 



C^, la sorane des fraettow mltipllées pa> ;r Mt 

Maintenant on a 

Dose ftfBMU poor abréger 

(ii 4 1) .r(p. + 2 + i) r((i. + *jfi) - _ 

ou verra que la domine des fouctiom» multipliées par a'x' sera la suivante 

^ r(ft-»-i).r(p-i-i) *^ ' r » / 

Or 

On ^OBdvt de là, eo iMMi^punt que r(j;+l) = «r(«Vq«« coeffieieni de 
«f^iT est oehil-d: 

"nS+îr* ""^^ (»+/'+2)r(/»+i) r(i»^i) i(«ti) g^(«+p+i)ro»i-i).r(«i:iH-i)"^ ' 

En développant on aura 

y. (-1)» 1 / 1 _» 1 . 1 « 1 \ 

TP (•4|^t>l)r(jH'l)-IXM-}H-l) "~ r(ll»1'l)V.'H-l iVi^ i.« '■+» "•^•H»fi/ 
Or 

Msltipliant par d!r et prenant l'intégrale depuis jrs=0 jusqu'il xs= 1, on ssrs 
Psr eonsdvnst. 

V (*»+JH-*)r(;»+l).r(m-JH^l) ~ T(m+I) 

Donc 1 - J^'^^^ (A) 
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Sfetttuit Id 11 + 1 la place «, il viént 

(B+j»+î)r(/»+i).r(OT-jM-i) r(»i+i?+») 
£» verbi des foramlek (b) et (r), l'espression (a) devleadra 

fOl par sotte est la valeur de eonne le dit l'aotew. 



Pmf A ^ fonetîea ratiomielle, est résololile es tersies 4b 

9* 



9* 

la forme Axf^ et } doac J-~- e^t ex|irimable par de» fooctions de 

la fonse Cx^, — «iiilog:(* — â) = \»g{x — d)-; dose 

Si le ilegré de fx est aiuiudre que celui de <f,x, on a 6'=:0; si ç'X n'a 
pas de facteurs égaux on a D = 0; donc dans ce cas p = 0, ^ = 1, 

A=_J!L_-|- _:!^_...-| Tï- , ou «i„ = -^ pour a: = d-; donc 

^ ^ On v«H par là ^«11 s'est pas SM srite néees- 

«iredel é,.a.i„n,.A + T-f = 0, le. ,u^U.é. », soi... 

positives et moindres que l'unité. Mais on peut toujours déterminer les fonc- 
tions /x ot fjf.r dp mantc'TC qiip cctio romliCiou soit remplie. Et, lorsque /'~0, 
il est nécessaire ijue cette condition sou remplie, si Ton vent que la louction 
^}>x.(fx ii'évauouishc pour les mêmes valeurs de x qu'il faut donner à a, lorsque 

doit s'évanooir. En effet, lorsque /i = 0, on a 

«», fur = (jr — d)*-"-(* — dt)*~"» . . 

4'«à l'on voit qu'il est Impossible ^ ces deux fosetiotts s'érssonlssent pour les 

mêmes valeurs de » et de a sioiss que les quotités ai^ m^f,,, se ssleat 
positives et awladres que l'uBUé. , 

Paff. iS9. Ayant a= ««i^ -f- (jr — a)Rf fi l'on ÊM 4^ = j^*^, os suva 
en taisant x = «, x{a) = 
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Pag. £ù. DaM réfualkm 

qui est l'in(/'îrra!f complète de l'équation (I), les quantités y,, y», ...y» sont 
des valeors iiarticulitres de y qui satisfont à TéquatioD (f), et Tj, c,, . . . 
des constantes arbitraires. (Voy. Lacroix traité dn cale. diff. etc. T. II p. 325 
0t toiv.). 

On voit ^ne est la mtee fonettom de a que Test de ar, «a eoiqie- 
Mut les éfoMoam (l)et(â) et en lemvqmmt que «'i^ est le ntae Ibadieede* 

que s^^ l'est rie x. 

Pag, 62. Osa %^n + *é'%> 

v—tJt—^bà,— V . 4- . 

* M j — a </jr 4r — a ' (x — a)* ' 



et par conséqaent 

GZ. «,=0 et *4=:0 pour ar = jti, et dr=: j:,, rend />t=0> J»o=^ 

ïi = 0 et q„ — 0. 

'^■^ ^ ~ f^"^ ~^ frydx. En mettant dans cette équation pour fi 
sa valenr — ?r et j{ |Mwr frydx on a 

é^tf. Voyez le mémoire XV p. 288 et le mémoire XX p. .12i du 
premier tome. Le dernier des deax mémoires cités n*est qu'on extrait abrégé 

de ce mémoire XI 

Pag. 67. Les quaniucs //, 7?^, ét.iiit des fonctions symétrique» 

des racines de Téquatiou s — Q 8uut des fonctions rationnelles des coellïcicns 
de cette équation. 

Pag, 7È. Lorsque sitasl,e*est<àHlirejrs- ^ , un a fydx — \o^x — u) 

= tjx. Donc 

log(x. — «) + In^iu-, _«) + ... + \og(x^ — «) = — P\'>da, + /'/-«rfsu.iï, 
on 

^*.rflejî(ar. — a) (ar. ~ «)...(a^ ^ «)= - A. , * . 
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Pag. 73. De l'cqiuttion 
qui donne 

on tire aisément en faisant u — x^ « = ça: : 

Soit' maintenaat — • / + y,* + -J- . . . + yyaf = JT^/i»*'*, on aura en 
aubfltitnant 

dç = i.i • ( + + . . . + ^) 

Or l'équation (28) pag;. 7U fait vuir tpip, si le degré de a est moladre foe 
celui dfî d[» s'évanouit et par suite ^ se réduit h une conslante. 
Dans l'éq^uation 

la quantité ( — «et ^nle «u prodnit des nei«ee. 

Pay. Tiff. Mr. Gwely dans son emir» 4'analyne de réeole ray. ftift 
f. 92 a donné nne démonstration élénentaiie des deox fonantes (28) et (29).' 

/'tfjr. 77. Le titre ds mémoire XIl est ajonté par Téditear, car dans le 
cahier de l'auteur il se tronvc sans titre. fV mémnire contient UW estonskNI 
de la tiieorie dont l'auteur a fait unage dans le mémoire VII. 

Pag. 80. y" = ^'J,i-, c'est-à-dire {e" ' ' .iyÉ4<^=' a)", donc 

(C^' + = ^A^{e'-' + a)- ./V, donc = ^A^cTf^- 

Pag. 82. (a: -f «)- =: a." -j- «(j; + ' -f- etc. Voilà ta lunaule 

donnée par Fauteur dans le mémoire V T. 1 p. 51. On voit ici le chemin di- 
rect qui a conduit l'auteur à cette formule. 

Pag. 8S. Lorsque x eat compris entre les limites n et — ;t on a (voy. 
T. I p. 90) 

^==sin jr — ^slntx |sin9x — . . . 

Ën prenant la dérivée de ciiaque terme du second membre de cette équation 
on obtient la série 

«MX — cos 2x -|- oos SdT — eosiv-f**" 
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Or cette série «-tam ilivori^enif (loiir toute valeur de x, elle n'a pas de somme, 
et par consoqueat elle n'est pas égale à la dérivée du premier membre de l'é- 
.qpniio% donc l'équatian 

^z=en{«e9) — ooi{2crv) «f- cm(3m^ — ... 
m'est p» jatte, ee ^ l'mtcnr a reeomni plus (ard. Vn^es pag. IMS de ee 

Pag. 86. Pour la valeur de voyea pag. H*. 

Pag. 88. Llatégrale f^T(ïVi"T='^ (l ^ ▼•F- Ugmdn me. 
d. cale, int T. I p. 560, et llntéirrale 

Jr ~rrt ~^ — 2 ■ - 

etit la formule (2) pag. 5u8 de l'ouvrage cité eu y iaisant m = 1. 

Poff. 0i. La foramle ^- ~=y^* (eoayy^.oMn^.rfp eat ddaeatrée 
pag. 88. 

Pey. 97. Faisant i^e^f y^t^, P—H> » — '«> l'^ipuitiea (a) doon^ 
letaqne 9^(|») = 0^ et ea éerivaBt m — ^ -|- S aa liea de pi 

De cette éqoatieii et dea expreaaions de f{m — 4), f{iH — 5), f(m — 6) et 
f{in — 7) on verra sans peiiie que dans IVxpressIon dévelopi><'*' du f{m — 
A se tniuverst dans h- liriioiiiiiiati-nr de eliaque terme dans une certaine puis- 
sance, que, si ;i a les valeurs -i</, -j- 1, 4ç -\- î, 4q -|- 3, l'exposant de * aura 
toutes les valeurs entières comprises respectivement entre les limites l «l 
49 — 2, et if f + 1 et 4^, 7 + 1 et 4y-f 1. Soltii + 9 l'eip 

posaat de e» il s'eaaait ipe peur toute vateor de j», 11 aura tootes les valems 

eatièvea depaia le plus grand nendire entier compris dans — 2 jusqu'à 

Suit par exemple = 8, n aura les valeurs, 0, 1, 2, 3, doue m 4- 9 1» 
valeurs 9, 4, $, 6. 
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Lorsque n t=: 0, on anra *<■) = A: qai aara les valeurs 2, S, 4, 6. 
Lorsque n = 1, les deux quantités k et M*) auront les valeurs suivantes 



LoiM|iie II a 2, les trois quantités k, A:<>), /K') auront les valeurs suivantes 



k 


*(0 




2 


3 


4 




3 


Ô 


S 


4 


6 


3 


4 


& . 



Lonfue les fnelré qaa«fités k, k^^\ ik^>, A<') mroni respective^ 

ment les vslenrs % 5, ^ S. 

Connaissant ces valeurs 4e » et de AO) ela on pourra inméiiateaient , 
fetaer rexpresslm de f(m «— 8^ ^ eoipnie on vei^ doit être eoapoeée do 
f 8 teimes. 

Pqg* f 0^. Dana l'oxpreeslon (A) » aura toutes ieo vslenrg eniièreo de- 
imis le ploB ffmàà noadm entier oompria dans ^-^ 2 jnafBl p — i. 

Pag. i09, Poor tnmvor les relationa qoi doivent exister entre les qnam* 
tités tfifSU 9(1)> PMr ^0 l'ozpressioB 



k 
t 

t 
8 
£ 

3 
4 



8 
4 
4 

5 

5 
5. 
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nnii «B verta êê l'<éqvMiOB («) «■ yrafc <i«iier Im il«int d e iMitow iaiégniM 
ihi «Moml MMArfr de celle équrtion, ee fier 1^ eenne tt «et atoé de vair, les 



deu quantités ^ et ^^^^ disparaîtront 

Lorsque = £m -|- 4 et m = w + 2, on aura 
iV = ««»-+» + 6*»»*^-f -^=s(««+4)aa:*^ + (2i»-f-a)&ï**^-|-... 

P=a^«^4-lî*-+* + ..., :^ = (n +2)/f.T-+» + (n + 1)jB*- 4- . . . 

+ £(j»+l)«B**^H- 
+ 

+ 

Donc le de^é de Jf enl daneoe eas {bi-f-d — «B2ii^4=:/f, elle degré 

d. «=a 

Po^. iSS. Les deux expFC5;sinns de f de la page 1S4 deviendront en 

y &iaant i=i et <' = »• = — 1 vi en niluisant: 

{t-l^){p^-P')f' — pj,, — (|, 4_ p'^ + 4/>'<ï — 2aS 

La différence de ces denx équations donne 



d'où l'on tire 



L'éqnation — das— 4A« (p. 125) donne p » ; donc 

Soit pour abréger p -^p' — p' — p" = *, + -f- />* = À, on aura 
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Si ta réqutiiMi 

f *•)• — (« + /te + y*« + dt»» 4- = 1(, — «)• 
m fidt ««asa^ ma 

+/*«^* = *(a (ff . ji^ (A — (a — 

PM§.iÈ$, Os a an «Mal 

tai&aat doac = yj = Pj/'— j, on aura 

P9ff, i50. Loraque éana l'équttoa 

on multiplie les deax naakbrM par la pradatt (« — «*) . . on 
obtient en faisaat x — a 

t — fi{a — a') (a — a") (a — «•) . . . 
Pt^. iSi. La valent de ^ ae trouve en faisant x inini dans l'é^natîon 



et en ramarquant qae =s: 2» -f- 4. 

Pi^f. 439. La première iurmuie de cette page est la même chose que la 
fiwmle (28) pag. 7& 

f «SK On a 

> (a) 

^ »"v'fv-0 I '-y- (9"') 1 ^'✓(y') .1 î^/(ç«'") j 

oà v« = (« — «') (a — «•)(«— «•), v'»' = {a' — «)(«'_ 0») («. _ a-) etc. 

56* 
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la formule 



^ ae tire aiséoent de la Tormale d'iaterpohitfim de Lugrmfàf 'w 
ealre eu les termes constants des deux membres, on aura 

Ob veltpar là ^ 



I aa'a* | aa'a* | ^ 



4** "I**' 'I'"* 

INne en nillipBiat les deux neMbrea de réquation («) ctdeaaw par tttltPd*, 
«D obOendfa Pexpnaakn de f. 

En multipliant la première des équations ijui déterminent p^^\ f^*\ par 
b seconde par etc. et ^joutant ewMiite, on aura 

' ^ 4w* «ita-- * 

nais en vertu de l'équation (9) on a 

Q ««'"✓(ço) , fa" ✓(9a') . f'a'*v/(9a*) . f*'a"v^(9a*') 

La différence des deux dernières équations Cl y aobatilaaal ka valenra de ifra^ 
y^af, tfii^ donne Texpresaion de fW. 

Pù^ iSê, A]raat 

^ = (* — 1») (* — F") (*— ir> 
on aara en laissât x=p, p^t ff* p'* 

^-r^V — 4^0» — «Ol^é? 

««-(j»» -«oKc 
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Eb tUariiiaiit fy fOi et de «ce éqiialieeB et rédniiui^ ee aeni 

if P ÏU'P'XFr') ~^ (p'-pKp p')(p'-p'") (p'-pKp'-p Kp'-i^) (p^-pKp"' pHp^-p') 
Faisant ici i = »• = 1 et i' — i" = — 1 on a la formule de Tautear, expri- 

■MBt U rehtieB enfn» « et Om ven» aiiéiMBt ip» ëee qutre qoeatUéi 
i, tt K fl finRt prandre 4eax=sl et Im deiz antres s — 1, car teete au- 
tre aqqNMitioe rend f, /C*> et f<» infinie. 

Pc^. f -^ff . En faisant y = 0 et « s 1 apiès afoir diiSrentié reipreeslen 

V^ifjf) fois de saite on aura 

e=:l, «<y = |., «<«) = y_.^. «« = V-|r* + |d», 

Ma — mi/jy + Y + V r*'— V + W 

P^p; #f tf. BnhstitnaBt dans les deox éqnatiann 

les valcnn de c(^K r<'\ etc. faisant /? = — «t et réduisant, on tronvera 

— a<ï* — 4«y + y» — «fî' ~ ] j M* — /g + = 0. 
On voit aisément foe ces deux ét^uatious sont satisfaites en faisant à=i et 

UT, Dee tiels éqesticaa Q = P s ^(JK^i» + Q^Jl!% 
Bsss»» on tire anmcaniveMt 

qyfR ~ ^(Z»- + Q 'R') — l" q^(K H') * 

Pag. i49. La seconde niétitode est la niéme que celle qui eut employée 
dMS I» ■dnrafra VI tome I pag. SSk : 

En désignant par la lettre d le degré dtae fenctkMi, on n dj^^ 
dnne à0[<i(!QQ^)» et par anite mi-\-iQQ,r) = d(ffQir)i w Té^nalien 
0t + — = 1, donne 
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et delà âQ^ = n - L 

Pag, i»Ù. L'ëfoaltw Q\ + iQQ.u + QK^vQ, ~ i?) = 1 

en reMrqucnt qa« Q%=Q — ; 

donc dQ+âQ,-\-du=dQ-{-dQ^~{-ds; 

c'est-à-dire n-\- n — l=M-f' ôQ^ 1, 

Pt par là 71 — 2 = <ÎJ^,. 

Onu «J(*,!P.e,) = «'{fti?s«Ji 

.luac 1 -f-n— l4-(î|p, = «— 1 + »— -2==2i« — »î 

donc djp, = » — 3. 

Pag. iS4. Ayant r. = -|- ajr -|- 6. et = c. on doit avoir 

F» 

jP^y. 150. Soit par «zèmple n^sé et fîgii^cmwt s 1, oi «m 



p 



* 



Pt 

donc en sabstitaant 

j'i P* P» . Pi fi 

/' fi P» P Pi 

Or + «(^>«* + + 

En eompnrant entre eOen ces ànx exprawioiin i» j?, en en tire 
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A,. i_. 2., 
p Pt j». Pt * 

et «(»)= 1 . ± . JL . ^ (i'+y. -f ^. 

L'expres8ioa de ^ -{- /r, voy. pa^ 440. 

P«S(u Ifil. ^» _i^s5s ,^_L_ , lon^ , -= 1 (voy. pag. 141J. 

J^y. m. a éum réfution 1 8(6* + «x» — a' + — + 

(pag- 165) on met — l m Bm de I, m en tirera 



Si daiiti le uo. 4o on écrit / (lotir a un aura 

doue /! ^L_=_ _L_. /•'^ 1 losr^'-^Jli^'^ 

Dans cette fommle on a sa 2» 4- 4 ea vertu de l'éqnatiOB (1) peg. 1217, en 

remarquant que m = 1. 



1 



*" *+/ " — «1^4 

Ptig. 170. On a 

(« — ✓(/«) ''"'^ ......... w 

L'équation («) donne, en prenant l'intégnle d^ols asr Jni^à «^v etnniU 

tipliant ensuite par y^(f»)i 

Ij*éi|BBlioB (0 donne de même 

Kn faisant xs=«t et nstt' dans la troiaièine éfution de desaone peg. 169j 
00 aura 
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Mettant ici au lieu du premier membre t>â valeur ci-dessas il viendra 
donc 

Pag. 180. Pour l'expression de n{c) et de /7(— 1 -J- — c*)) 
ioyez Legendre exerc de cale. Int T. I pag. 69 et pa^. 75. 

Pag. I8i. =^ y étant une fonotioa impaire, il faut que l'une des 

foocUons Q et P soit paire et l'autre impaire. 

Si Q est une fonction paire, P mw. fonction impaire et fi -j- /*'=:2v on 
a -f- Q*^) ~ '^''f ^ signiiiaut le dc^ré de la fonction. Donc ()P ne peut 
mrpwter tr, et coninft âP est impair, dPesSi^-^l «n plus; donc 2âQ-\-A 
ss4y et par là âQ^iv^i. Or iP^iQ>0; donc «P> 2» -~ 2, et par 
mite APzsC»— L Si ^ + = 2r+ 1, on a ^P* + i?*il)=4y-(-2; donc 
2#(^4*^~*<'<^'~l~ ^' ^""'^ <iQ=on<2f — 1; et comme iQ est pair, 
<r(^sss2r^2 au plus. Il faut donc qne SâPz= -\-2; donc dP = 2i>-\- l. 

Ile h mi'me manière on détermine le déféré de et de lorsque Q est 
une fouctioii impaire et P «ne fonction paire. 

Paf/. 19i. "Lagraiiyp a fait voir qu'on peut ramener la résolution d'une 
éqoatiou du degré à celle de équations respectivement des de- 

grés à l'aide d'une équation du degré .** Ainsi avec les i lacunes 

narqnéco cet endroit se trouve dans le eabier de rautenr. Lagrauge a dé- 
montré fue la résolution de toute équation da degré w, ni ai est un nombre, 
premier, peut être réduite i In téseintlon de deux équadoos renpectivenient des 
de^'rés m — 1 et 1.2.S...(wi — 2). Si au contraire m est un nombre com- 
posé égal à np^ n étant premier, la résolution de l'équation du dejjré m peut 
•4re ramenée à la résolution de » équations du depjré p, et à une équation du 
degrjé n — 1 dont les coelTiciens dépendent d'une équation du de<;ré 

^^^l^'^'^*^ ^y, ' ^ "> <''' l^ugrtutQ» traité de la résolution des équations 

numérique», note XUl pag. 242», et mémoires de raeadéniie de Berlin, année 
1771 pag. 138. 

Pag. i9i. Le produit gf}/'%-tf%" -y^^'^^ étant foactioQ symétrique des 
racines de l'équutiou 
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tti^. — iî, = o, 

nn fonetiM ntinmidle de B^; et le produit 2f'a'2/'a"'2/^/'~*^ fauotkm 
syatoffM des neiMs jifl l'ëqMttm 

»|i>-> ^ ^ . . . 4. «• ^ n ^ 1 ss 0, 
sera roncdon nlkiuielle des eoelIcieiiB de cette éqptttkni et par siito fadépen- 
diat de n. 

■*> 

L*éqnatiM Kjr, = — est inpossible» ear es verts de Ay. 
pottèse il est Uspossible d'exprfner Tes des rtdicssx ntfesnelleiMiiit es les 
««très. Voy. psg. 194. 

Le tkéorème D est une eenséquesce des équ tiens (/}). En effet la ssb^ 

Kl 

sdtiitien de l'esprasiion /'o + /'i'Vyi + --- po^'' y l'équation ^{if,ni)=dtt, 
domers sa résultat de la fome (a) oA t^* ^ eiq^tfasés latiemél^ 

lesient en ya$ dose «s qsantftés resiest isvailables par la ss fc I MsU aa de 

_L i_ f ^Y' f —Y' 

/'o^. Le thvorème m est dénoutré T. I pag. IS et 16. De ce 

théorème il suit immédiatement qoe^ si deux équations irréductibles ds mésie 
degré ont une racine commune, ils sont nécessairement identiques. 

J*iif, Stû2, Si dans l'égoation (a) on n'SFait pas t^=0, t^=0.„t^ssO, 

en anrsH «h égal à une fonction TStionnelle de «, p\, p^, p'^ etc. et par 

là »| égal inné fonetieD ratfonneUe des ménws fsantttds. Cela posé^ lesqssn- 

tités p*}, 1»*,... en peuvent s*ex|^ner rationnelienient en *, on 

1 

non. Dans le premier cas en aurait rationnel en p^y P%" '* ^ OSt 
eeatre l'hypothèse, et dsss. le second, l'cquatlon liiédMtible, à la^Ns 
doit satlslklre «|, serait d'en degré dont respesant serait nn nendwe 
cnmpes^ savoir le produit *de j» ist de resposant extérieur fsi se trouve 
dans l'expression de es «j, P|, jr*,, j»,, |»'« etc. Ibis eds étant de sièsie 
contre Thypothèse, on en conclut que = 0, = 0 . . . = 0. Ces équa- 
tions ayant lien, il est clair que l'éqnation (a) sera satisiaite si an lien d^ 

X i. i. 2. 

en y uet ««is > . . m>*^.«i^. 
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Fag. 205, 204. De 1 éqaatioB 

J. £ ■ i. JL 

J»V + J»*!** + i»*!^ + • • • = 1». + + • ' • + + . - 

1 •« 

opi tive en y mibetitoant pour «'>^ sa valeur q^.s^, ea vertu du diéorëme I: 
j_ 

donc .m rcBMttaat 

J. 2. 

SI dose on lut s 1 et par sotte j»*, = ], ce qa*on peut toujoun lUre 
(voy. tone J peg. 9 et 10), om aura 

« nni èdiiB «» valean dUéreatea. . Soient «j, eea wlenn. 

tSoit de plus 

+ -^3 4- • • • + == 

on voit aisément ipe les fnsatités Ito> > • • • ^«-s ^oai des fonetiona ra- 
tUmadlen de # «t de qnantités eonnnea. Savoir il^ + 'i* + 

«ont den foncttens aymétr^nea de z^, x^.^.t^, et par suite de» 
fonetiona rationnelles des ooefficieBS de l'éqaaiien proposée. SI Toa déaigne 

par q une quelconque des quantités p^s, pyf...p,s et par Çj, 

les V val'-ijrs liiirérentes que prendra en y mettant pour g le« valeurs s^, s^, 

«g . . . jr«, si l'ou fait de plus 

îi'i + + =«, f . 

y.'î + + =«. ? t^> 

«'iT' + -h + yvC' = »; 

on voit que toutes les quantités a^^, a^, a^. .. a^i sont symétriques enj^, î^, 
2, . . . Zy^t et par conséquent rationnelles en les quantités connues. 
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tm équitioiis (B) 
En ajoatant et obserraot qu'en vertn des équations {A^ on • 

+ i*^. .*r* + • + • • • + «.'i + = («.— *.x»,--»,M* — 
+jiA+ji,«so 

+ /î^..*;^ + +fl,*,+fi,=a» 

on anura 

(«1 — «iX«i —••)••• («i — «») 
« doue f , ntloonot •« « et en leo q^Huitttén oonmct, font qie le dénoMt 
Biiteiir n'est pas égal à zéro. Or si s^—s^^ on aurait 

. + + = 4- + •,»,+..,)!*; ^ 

éone eitrayanl la ndne, mUanl pow le iwenrfer menbre m Indrar «1^ et 
duM le eecond needm an lien de 2^, . lemv nleof% on anra 

1 il. 

«H = 4" + /'a*'* + • • • 

J. 1 



■ 

I * • 



H" "«P» "H 4" ".««Va*** "t" • ' 

donc 1 s= 1 4- •»,«» + • • • + «^i»»*"*, 

ceVi eat impoealble. n est donc inponlUe qne s=4Wt ^ F*' conaéqnent 

OD a 9, sasji^ ^riné ratlonnelleBent on # et en les foantttèa e onn m n. Il 

miit de \k fne 

i. i. i 

«» —P. + + • • + » 

^ Pu» /m(4 • - /f^iC*) >ont dea fonetionn rationneUea de « et de 
léaeenMiea. 

37* 
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Ay. M0. Ayant 
Où é tM divi«Dt par «t^: 

•»** I 

1 =;>^'^(;'^'^>)-. . . (nr'*"'**. 

De cette étpatio* oondut que . ^ - est un nombre entier, en remarfunnt 

qne le» qunâtén pS^\ pS^^ *.,Pt Boot de» fimcttnM nHonelIen 4e « et 
^ quantités coonnes. 

m ctaut nne racine primitive pour lo module //, les seules puissances de 
m qui divisées par ft donoent le reste 1, sont dé U forme m^^'^f où » est un 

«itier. Donc ei est un nombre entier, on n aAr= (/t — 1)». Réd- 

friMpenent al airs (ft 1)», J ^ ~ - ~L wm un entier. SI A e>t le nmindie 

uouibre entier «rai satisfasse à la comiition é!;al à un entier, k et n 

nerwit premiers entre eux dans l'équation a/s=(/i — l)n. En effet &ik=:k'pf 
on aofidt dfc's-Cf» — 1)»' et par là égal i on entier; main 



ftt<ft et par suite k nt «eiaît pan le nolnlre nombre entier aatîatiiaant A U 
«enJitkHi égû à m entier, ce qd eat centre rbypothèae. Donc i» et 



k aont preadera entre eax. 11 aaU de là qne /• 1 eat diviaiUe par k. Soit 
donc = on n c = /fcf. 

Si toutes les racines de l equation en * du degré «■ ne sont pas comprises 

dans ia surie s, , soit a^sq^^.s" une autre racine; o^rz^i^.o" 

en sera encere one^ De ces deux équations on tire 

fil f j est rationnel en s. 

Pag. 907. La première expression de pag. 207 est une suite imaié- 
diate de la iorme 

«n reaunrqoant fae /i — 1 s^s *«. 
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Oa sait qie Mt de h fome /w(<»)*« ; 
donc ~, 

et de là U^\s).{Us)y'\sy=^fS^\s).s~T~^<p^{s,).sy, 
d'où Poa tire h ucondie exi^resaioM de z^ pag. 907. 

Poy. MH» Si le degré de le foaeâoii entière yf{x) cet nohMn'e que eelni 
de It fondioii entière Jl(«) on a 

Démonstration. Soit V'.»^ = ~|~ 4" "h • • • H" «n^*» on âura 

donc 

Or lon^ r<^, M eait fne lr^^-^)=0. (Voy. In formnle (S8) |k 76). 
Donc 

On ann par eonaéfneat 

Ces! ce théorène ^e l'antenr a mentionné tes» I fag. 330. 
Pug^UiB. Ayant %^J^~^^^—, 



dx — ' — i -r -r j 4 -^-r -r -r 2.4.0. .2« '* • 

donc en intégrant et remarquant que 0 s'évanouit en niéoie temps que ar: 

Cette équation fiiU voir qtf en désignant , lomçu'on y hlAx^dt far t^r), 
an anrn ponr nne valeur ontièro qneloomiiie de ni 

. •o'*'^*> 1.».5 . . .(gw — 1) 1 

l.S.I...(4n + ]) 1.4.8... 2n ' 4ii + l * 
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On voit pai- Li qur la foncUoD aara la forme 

«+ + + • ■ •+ t.it;.X<) +- 

En dévelopiMit la iiMieffan nlvaat^iM pataBwect 4» « «m ob- 

tleadra 

"TTTl "•'i'~T»VT"-/T""*" 1.1.1... 

K«-T)='îr \ ~ P' T-Tît-r; +•••+ 1.2.»... (««^D + • 

_l_ g* 1_| i _i_ _[_ V 2 / I 

cto. 

Faismt i = ^ dans Féquafion C») ct-dMaos et coai|iariat les oœffidana dea 
deux développements de 9'(">y)> tnrnnm les dem prentèiet fiManded de 

l'auteur. La troisième se trouve par un procédé semblable. 

Fag. SS4. J'y^'''.dt=z^, 9^, 

OemomtrgHan, On a 

•■=»+«+ v+^+-+»:i:f.^+- 

doae en nraldpliaBt par r^^.dt et iatégrut: 

j?— fir^M-\- fir"^.tdt + i/r*'»'.!^ + . . . 

Or fe^.i^.ét^O et îr°'r"".ff'ift= ^'^'^ l. Sf^^n 
donc /;^-=.rf. = y-^(l+_îj. + i.^+_^._^-^. 

cTeat^pdire f^^^ .* = -î^ . e*" . 

Piy. £27. Voyez pag. 46. 



riir DU TOMB «BCOlfll. 
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Fautes à corriger. 



se 


t. 






MM 


14. 


25. 


». 


38. 


14. 


M. 


n • 


AA 


«1 


48. 


« 

Mm 


■ 






7. 




12. 


tt. 


2&. 


«. 


12. 




M. 




H. 


«. 


SI. 


17. 


4. 


80. 


1. 


ni. 


14. 


114. 


11. 


lia 






8. 




». 




12. 




11. 


130. 


M. 


132. 


dernière 


u». 


U». 



Fsntea. 



a " 
a =: 1 doaoe X(2) = 1. 

\r(<+tf)/ 



a» = l. 
n-l-S. 



«•a — a. 



a. 

{a - '-). 



Correction*. 



ss — +P— — .kg ï-' 

m a 
a=il et m = l donne /<2) = 1. 

'^0+-2(2^y)' 



Ta.Ve \ 



«. 

. 1 

dit*. 

«1 = — 1. 

« + 1 



fl)./r. 

/ '(t4-*'j)<<Lr 

Cl 

.P. 

— Jf. 

(a' — o"). 
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CMHCligH. 


ISS. 


deralèK 






«1. 


16S. 

m. 

ISIk 


5. 

14. 
S. 
t. 




* 

4m tntoièow mfh«B. 
«t. 


4e iMirifaM «ir*N. 

Cit. 




Dunt le tm 


n» 1" U ê0 trame «Mwr 


0 la* /tete* Mlwmter. 




Ultnes. 1 FralM. | Omwitoii. 


11. 

57. 

S8. 
60. 

m. 
m 

291. 

sm. 
414. 

41A. 


7. 

4. 

6. 

1. 
1& 

S. 
22. 
14. 

8. 

Mb 

1». 

12. 


!»■=:«. 

.|JL^I. 

<r ?-+•• 

(!«).' 
est fgti à |ju 

✓.(«• -ftM) Mm BtfeMN]l«IM»t M 

jûVÊtê dUnrcnliBt. 

Dmb «I Mtto fDBcttmi.m^ pM igr- 
nétdqM 41* Mera c^^al à 2 «n k Qi. 


!»"==■•. 

r..-. = r.. 

2" + l. 

(18). 

par rapport à x* est ^gal à |lk. 

• 

y(ai« — p***) vm «en «jrmëtri^iM 

aura ni^e^nlmnit M valcui 40Êtéi- 
rente*. 

(Gw 4Mb«m( ^ êuppHméÊ), 

Caudii/. 
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